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Erwartungshorizont

Die Bearbeitungszeit betragt 90 Minuten. Es Aufgabe ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ Z ‘
sind keine Hilfsmittel erlaubt. Alle vier Auf-
gaben sind zu bearbeiten.

Punkte

Aufgabe 1 (7 Punkte)

a) Beweisen Sie mit Hilfe einer Wahrheitstabelle, dass die Aussage
(AN(-B=-A)) = B
fiir beliebige Wahrheitswerte von A, B wahr ist.
b) Der Kommissar hat drei Tatverdichtige: Paula, Quentin und Ralf. Er weif:

A) Wenn sich Quentin oder Ralf als Téter herausstellen, ist Paula unschuldig.
B) Ist aber Paula oder Ralf unschuldig, dann muss Quentin ein Téter sein.
C) Ist Ralf schuldig, so ist Paula Mittéterin.

Wer ist schuldig? Wer ist unschuldig?
Losung:
a) Der Beweis ergibt sich aus folgender Wahrheitstabelle
|A|B|-B|-A|-B=-A|AN(-B=-A)| (AN(-B=-4)) = B]

wlwl| f | f w w w
w| f|w | f f f w
flwl] f | w w f w
flfll wl| w w f w

Der Beweis ist erbracht, da die letzte Spalte nur w enthélt.

b) Im Folgenden bezeichne
P Paula ist schuldig,
Q Quentin ist schuldig,
R Ralf ist schuldig,
sodass die gegebenen Aussagen durch

(QV R) = —P, (-PV-R) = Q, R = P
zusammengefasst werden kénnen. Aus a) folgt
(-PA(R=P)) = —R
und damit aus der ersten und der dritten Aussage
(QV R) = —R.

Also wéare Ralf unschuldig, wenn er schuldig ware. Da das ein Widerspruch ist, muf3 Ralf
unschuldig sein. Mit der zweiten Aussage folgt dann, dass Quentin schuldig ist, und mit der
ersten, dass Paula unschuldig ist.

Also sind Paula und Ralf unschuldig, wihrend Quentin schuldig ist.

Alternative Losung mit Hilfe einer Tabelle: P steht fiir Paula, @ fiir Quentin und R fiir Ralph.
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Anhand der Tabelle kénnen wir feststellen, in welchem Fall alle drei Aussagen A), B), C) wahr

sind:
PIQ|R|A)|B)|C)
s|s|s| flw]|w
s|s|lul|l flw]|w
sluls| flw]|w
slulul|lw| f|w
uls|s|wl|w]|f
uls|u|lw|w|w <
ulu|s|w| f|f
ulu|u|w| f|w

Genau in einer Zeile sind alle drei Aussagen wahr. Also ist aufgrund der Aussagen eindeutig,
wer schuldig und wer unschuldig ist: Paula und Ralph sind unschuldig und Quentin ist schuldig.

Aufgabe 2 (7 Punkte) Gegeben sei eine reelle Folge (a,) und eine reelle Zahl a.

a) Geben Sie die Definition dafiir an, dass die Folge (a,) gegen a konvergiert, also

lim a, = a
n—oo
gilt.
b) Weisen Sie nach, dass lim = = 0 gilt.

n—oo

c) Es seien (a,), (b,) Folgen, und es gelte a, < b, < a, + + fiir n € N. Beweisen Sie:
Ist (a,) konvergent gegen a, dann konvergiert auch (b,) gegen a.

d) Bestimmen Sie durch Anwendung der Sétze {iber konvergente Folgen unter Zuhilfenahme von
Teil ¢) den Grenzwert der Folge (b,,) mit
n* —n?+5 1+ (=)

._ 2
b, = (137 (@n—1) + o™ sin(n).

Lésung:
a) Es gilt lim a, = a, falls es zu jedem € > 0 ein N(¢) € N gibt, so dass
n—oo

la, —a| < e

fiir alle n > N(e) gilt.
b) Sei e > 0 gegeben. Wihle N(g) > L. Dann gilt fiir alle n > N (e)
L_ 0 = ! <
n T on N(e)

< €.

¢) Subtrahiert man in der Ungleichung a,,, so folgt 0 < b, — a, < % und insbesondere
b, — an| = b, —a, < % Es folgt

bu—al = lbu—autan—a] < lbu—aul +law—a] < -+l —al
Sei nun € > 0 gegeben. Da (a,) gegen a konvergiert, gibt es ein N; € N; so dass
la, —a] < % fiir n > Ny.
Wiéhlt man nun ein Ny mit Ny > max{/N;, %}, so folgt
b, —a| < E—i-i = ¢,

2 2
und die Aussage ist gezeigt.
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d) Es gilt mit n=% — 0 fiir k € {1,2,4}

. n*—n*+5 . 1—n2+5n" 1
lim = lim = -
n—oo (n+3)%- (2n — 1)2 n—oo (1 +3n"1)2. (2 —n-1)2 4
und
1+ (=1)" 1
0 < —+2(n ) -sin®(n) < .
Mit
n*—n?+5
ap =
(n+3)2-(2n—1)2
folgt
1
Qn S bn S ap + —
n
und unter Verwendung von c)
1
lim b, = lima, = -.
n—oo n—0o0

Aufgabe 3 (7 Punkte)
a) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f mit
f(z) = |z+5]—|z+2| firxeR.
b) Bestimmen Sie alle reellen Losungen der Gleichung
|z +5|—|z+2] = 2 +3.
c) Bestimmen Sie die Losungsmenge der Ungleichung
|z + 5| —|z+2] < x+3.
Lésung:

a) Die Terme in den Betréigen éndern ihr Vorzeichen bei z = —5 und z = —2.
Fallunterscheidung ergibt

—(z+5)+(z+2) = -3 fir z < =5
flz) = (x4+5)+(z+2) = 2247 fir —5<x< -2
(x+5)—-(x+2) = 3 fir x > -2

Der Graph der Funktion zusammen mit der Geraden y = = + 3:

Y
a y=x+3
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b) Wir unterscheiden drei Fille.
Fall 1: x < —5. Dann ist die Gleichung dquivalent zu
—(x+5)+(z+2)=x+3 & —3=ux+3,
also zu xr = —6.
Fall 2: =5 < x < —2. In diesem Fall ist die Gleichung dquivalent zu
(x+5)+(x+2)=2+3 & 20+ 7=1x+3,

also zu x = —4.
Fall 3: x > —2. In diesem Fall ist die Gleichung adquivalent zu

(x+5)—(x+2)=2+3 = 3=x+3,

also zu x = 0.
Also ergibt sich als Losungsmenge £ = {—6,—4,0}.
¢) Aus den in b) berechneten x-Werten und der Skizze ergibt sich nun als Losungsmenge

L =[—6,—4] U0, 00).

Aufgabe 4 (7 Punkte)

In dieser Aufgabe beschéftigen wir uns mit den Sechseckszahlen H,, (n =0,1,2,...). Wir betrachten
dazu Anordnungen von Kreisen mit gleichem Radius, die schrittweise folgendermaflen erzeugt werden:
Im Schritt 0 beginnen wir mit einem einzelnen Kreis, der im Schritt 1 wie unten skizziert durch
Anlagerung von sechs weiteren Kreisen zu einer sechseckartigen Figur ergénzt wird. Nachfolgend
wird im Schritt n + 1 die Figur aus dem Schritt n durch eine weitere duflere Lage von Kreisen zu
einer noch groBeren sechseckartigen Figur ergénzt, wobei sich die Lénge der &ufleren Seiten um jeweils
eine Kugel erhoht. Die Sechseckzahl H,, entspricht der Gesamtzahl der Kugeln in der so erzeugten
Figur im Schritt n.

Schritt 0 Schritt 1 Schritt 2 Schritt 3

H():l H1:7 H2:19 H3:37
a) Driicken Sie H,,y; durch H, aus (n =0,1,2,...).
b) Zeigen Sie mit vollsténdiger Induktion, dass die n-te Sechseckszahl die Gleichung
H,=3n"4+3n+1

fiir n € N erfiillt.
c) Zeigen Sie, dass die Summe der Sechseckszahlen gerade die Kubikzahlen

—_

3

Hk:n3
0

i

liefert (n € N).
Hinweis: Sie diirfen die Formel aus Teil b) verwenden, auch wenn Sie diese nicht bewiesen
haben.
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Lésung:

a)

b)

Da das Sechseck mit n + 2 Punkten je Seite genau 6n + 6 Punkte auf den Seiten hat, gilt
H,.,=H,+6n+6.

Induktionsanfang n = 1: Es gilt H; = 7 (siehe Skizze). Die Formel fiir n = 1 ergibt

H, =3+3+1=7. Also ist der Induktionsanfang bewiesen.

Alternativ kann die Induktion bei n = 0 begonnen werden: Fiir n = 0 besagt die zu beweisende
Formel Hy = 1, was laut Skizze richtig ist.

Induktionsschritt: Angenommen, die Aussage ist fiir ein n gezeigt. Dann gilt wegen a) und der
Induktionsvoraussetzung

Hpp1 = Hy+6n+6=3n>+3n+1+6n+6=3n>+9n+7.
Setzt man in die zu beweisende Formel n + 1 anstelle von n ein, so ergibt sich
Hop1 =3n+1243n+1)4+1=3n>4+6n+3+3n+3+1=3n>+9n+7.

Damit ist die Induktionsbehauptung bewiesen, die Formel gilt also fiir alle n € N.
Induktionsanfang n = 1: Es gilt Hy =1 = 13.

Induktionsschritt: Angenommen, die Aussage ist fiir ein n gezeigt. Dann gilt wegen b) und der
Induktionsvoraussetzung

n n—1

> Hy=H,+> Hy=30"+3n+1+n"=(n+1)>"
k=0 k=0

Damit ist die Induktionsbehauptung bewiesen, die Formel gilt also fiir alle n € N.

Alternativ kann die Summenformel fiir die Quadratzahlen bewiesen und die Gaufische Sum-
menformel verwendet werden.
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Statistik zur Zertifikatsklausur 2016
Anzahl Teilnehmer: 1020
Maximal erreichbar: 28 Punkte
Durchschnitt: 15,2 Punkte
Median: 15,0 Punkte
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