Vertiefungskurs Mathematik

Ausfuhrliche Losungen zur Zertifikatsklausur vom 07.10.2016

AUFGABE 1
a) Losung mithilfe einer Wahrheitswerttabelle
A B |-B|-A| -B—>-A AA(-B—>-A) | (AAr(-B—-A)—B
w w f f w w w
w f w f f f w
f w f w w f w
f f w w w f w

Somit liegt eine Tautologie vor.

b) Aus (A) und (C) folgt, dass Ralf unschuldig ist. Denn wére Ralf schuldig, dann
folgt aus (C), dass auch Paula schuldig ist. Dagegen folgt aus (A), dass Paula
unschuldig ist. Also ergibt die Annahme, Ralf ware schuldig, ein Widerspruch.

Da Ralf unschuldig ist, folgt aus (B), dass Quentin schuldig ist.
Daraus folgt mit (A), dass Paula unschuldig ist.

Ergebnis: Quentin ist schuldig, Ralf und Paula sind unschuldig.

AUFGABE 2
a) (ay,) konvergiert gegen a, genau dann, wenn zu jedem ¢ > 0 ein n, existiert mit:
Fir alle n e Nmitn > ny ist |a, —a| < e.
b) Esist |l - O| = |1| =1 Es gilt lc<e genau dann, wenn l<n.
n n n n &

Sei e > 0. Dann gilt fir alle n € N mitn >§: la,, — 0| =%< E.

Somit ist O der Grenzwert der Folge (%)

c) Ausa, <b,folgth, —a, =0.Aus b, <a, + % folgt b, — a, < % *)
Esist |b, —a| = |b, — a, + a, — a| = |(b, —a,) + (a, — a)|.
Mit der Dreiecksungleichung und (*) folgt:
|(by = @n) + (an = @) < |by — ay| + |ay — al < = +la, —al (%)

Seie > 0. Da (%) nach b) eine Nullfolge ist, existiert n, € N, so dass fur alle

(***)
Da (a,,) nach Voraussetzung gegen a konvergiert, existiert n, € N, so dass fur
alle n € N mitn > n, gilt: |a, —a| < g (x%x%)

neNmitn>n, gilt:%<§.



n, ist die grol3ere der beiden Zahlen n, und n,. Dann gilt nach (**), (***) und
(****) fiir alle n € N mitn > ny: |b,, — af S%+ la, — al S§+§=e

Folglich konvergiert (b,) gegen a.

n* n2 s 1,5 1,5
: 4_n245 A At 1—>+7 1-5+z
d) Esist——— = —1tn- n = n? nt 2wt fijrp £ 0.
+3)2-(2n—1)2 2.1 . on_1)2..L n, 3\2 r2n 1)2 3\2
D21 (apPpen-1oy (MANZL)T (142)(e-2)
.. . . .. n*-n2+s5 1 1
Fur n — oo gilt also mit den Grenzwertsatzen: - =

(n+3)2-(2n-1)2 1222 4

Wenn n gerade ist, ist 1+(2_n1)n =2 = % Da 0 < (sin(n))? < 1 folgt

2n
0< 1+( 1) (Sln(n))2 <_

Wenn n ungerade ist, ist M 12—nl = 0. Damit ist 2= (sm(n))2 = 0 und
somit auch 0 < 1+( 1) (sm(n))2 < -

Also gilt immer 0 <D (sm(n))2 und wenn man a,, = 0 und

Cp = 1+(2_1) (sm(n))2 setzt, ist a, < ¢, < a, + =

Damit folgt aus c): T- (sin(n))? = 0 fur n - oo.

Insgesamt gilt mit dem Grenzwertsatz fUr die Summe:
n*-n?+s5 C1+(=D"

— 2 1
bn - (n+3)2.(2n_1)2 2n (Sln(n)) - = + 0 - fur n — oo,

AUFGABE 3

a) 1. Fal: x> —-2:Dannist|x+5|=x+5und |x+ 2| =x + 2.
Alsoist f(x) =x+5—-(x+2)=x+5—-x—-2=3.
2. Fall: -5 <x < —-2:Dannist |[x+5|=x+5und |x + 2| = —x — 2.
Alsoist f(x) =x+5—-(—x—-2)=x+5+x+2=2x+7.
3.Fall: x < -5:Dannist|x+ 5/ =—-x—-5und |x+ 2| = —x — 2.
Alsoist f(x) =—x—-5—-(—x—-2)=—-x—-5+x+2=-3.
Somit ergibt sich der folgende Graph.
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b) 1. Mdglichkeit: rechnerisch:
Man betrachtet dieselben Falle wie in a)

1. Fall: x = —2: Dannist [x + 5] — |x + 2| = 3.
Die Gleichung 3 = x + 3 hat die L6sung x; = 0.

2. Fal: -5<x<-2:Dannist|x+5|—|x+2|=2x+7.
Die Gleichung 2x + 7 = x + 3 hat die Losung x, = —4.

3. Fall: x < —5: Dann ist |[x + 5| — |x + 2| = —3. Die Gleichung —3 = x + 3 hat die
LOosung x3 = —6.

2. Mdglichkeit: zeichnerisch:
Einzeichnen der Geraden mit der Gleichung y = x + 3

A

H

¢4

el 4

1
N

[
w

Die x-Werte der Schnittpunkte sind abgelesen: x; = 0; x, ® —4 und x5 ~ —6.
Durch Einsetzen erkennt man, dass diese Werte exakt sind:

f(0)=3=0+3; f(—-4)=-1=-4+3; f(—6) =—-3=—6+3.

Da es sich bei dem Graphen von y = x + 3 um eine Gerade handelt, gibt es kei-
ne weiteren Schnittpunkte au3erhalb des gezeichneten Bereichs.

Somit sind die Lésungen der Gleichung x; = 0; x, = —4 und x; = —6.

c) Die Schnittstellen zwischen dem Graphen von f und der Geraden sind nach b)
x; = 0;x, = —4 und x; = —6. Man erkennt an der Zeichnung, dass der Graph
von f unterhalb oder auf der Geraden verlauft in den Intervallen: [—6; —4] und
[0; o). Damit ist die L6sungsmenge der Gleichung: L. = [—6; —4] U [0; o).

AUFGABE 4

a) Eine aulRere Seite der Figur in Schritt n hat n + 1 Kreise. Eine &ul3ere Seite der
Figur in Schritt n + 1 hat also n + 2 Kreise. Von Schritt n auf Schritt n + 1 kom-
men 6 Seiten dazu. Die Anzahl der hinzukommenden Kreise ist jedoch kleiner als
6 - (n + 2). Denn benachbarte aul3ere Seiten haben einen Kreis gemeinsam.
Somit werden bei dem Term 6 - (n + 2) genau 6 Kreise doppelt gezahilt.



b)

Von Schritt n auf Schritt n + 1 kommen also 6 - (n + 2) — 6 = 6n + 6 Kreise hinzu
und es gilt: H,y; = H, + 6n+ 6.

zu zeigen: Fur n € N gilt: H, = 3n? + 3n + 1.

Beweis durch vollstandige Induktion:

Induktionsanfangn = 0: Esist H, = 1 und 3-0% + 3-0 + 1 = 1. Also gilt die For-
mel fir n = 0.

Induktionsschritt: Die Formel gelte fur n.

Induktionsvoraussetzung (IV): H,, = 3n%? + 3n + 1.

Zu zeigen ist, dass die Formel dann auch fir n + 1 gilt:
Esqit3(n+1)2+3n+1)+1=3n*+2n+1)+3(n+1)+1
=3n*+6n+3+3n+3+1.

Nach a) ist H,,,; = H, + 6n + 6.

Mit der IV folgt H,,; = H, +6n+6=3n2+3n+1+6n+6
=3n’+6n+3+3n+3+1=3n+1)?*+3(n+1)+1.

Somit gilt die Formel auch fur n + 1.

Induktionsschluss: Damit ist die Formel fir alle n € N bewiesen. 0

n-—1
>t
k=0

(FUr n = 0 ist die Formel nicht sinnvoll. Zwar ist die leere Summe als 0 definiert
und somit ware die Formel auch dann korrekt. Aber ...)

Beweis durch vollstandige Induktion:

Induktionsanfang n = 1: Esist Y423 H, = H, = 1 und 13 = 1. Also gilt die Formel
firn =1.

Induktionsschritt: Die Formel gelte fur n.

Induktionsvoraussetzung (IV): Y223 H, = n3,

Zu zeigen ist, dass die Formel dann auch fir n + 1 gilt:

Esist XUV oy = Y2 Hy = Y323 Hy + H,,. Mit der IV und b) ergibt sich:
YR H,+ H, =n3+3n?+3n+ 1.

zu zeigen: Firn € N mitn > 1 gilt:

AuRerdemist(n+ 123 =mn+1)n+1)2=n+1DN*+2n+1)
=n®+2n%+n+n?+2n+1=n3+3n>+3n+1.

Damit ergibt sich Z,(::[)””Hk = (n + 1)3. Somit gilt die Formel auch fiir n + 1.
Induktionsschluss: Damit ist die Formel fir alle n € N mitn > 1 bewiesen. 0



