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Die Bearbeitungszeit betrigt 90 Minuten. Es Aufgabe ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ Z ‘
sind keine Hilfsmittel erlaubt. Alle vier Auf-
gaben sind zu bearbeiten.

Punkte

Aufgabe 1 (7 Punkte)

a) Beweisen Sie, dass die Aussage
—\(A = B) = (A/\ —\B)
fiir beliebige Wahrheitswerte von A und B wahr ist.

b) Kommissar K atmet auf, sein Fall ist vollstindig gekldrt. Dabei hatte er vier Verddchtige —
nennen wir sie P, Q, R und S. P spielt eine wichtige Rolle. Ist er unschuldig, dann ist auch Q
aufler Verdacht und R mit Sicherheit schuldig. Auch S ist eine Schliisselfigur. Ist er unschuldig,
dann war Q bei den Tétern; ist er hingegen schuldig, dann ist auch R bei den Téatern. Aber
R besitzt ein einwandfreies Alibi.

Wer wird verhaftet? Wer ist unschuldig?

Losung:

a) Der Beweis ergibt sich aus folgender Wahrheitstabelle

A[B[A= B[~(A= B)[-B[AA-B[~(A= B) & (AA-B)]
w | w w f f f w
w| f f w w w w
flw] w f f f w
A w f w f w

Da die letzte Spalte nur w enthélt, ist der Beweis erbracht.

b) Verwendet man die Abkiirzung P fiir P ist schuldig und entsprechend fiir ), R und S, so
ergeben die Aussagen des Textes

i) =P = —-QAR,

(i) =9 = @,

(i) S = R.

(iv) R ist falsch.
Da R nach (iv) falsch ist, folgt aus (iii), dass S falsch ist (Kontraposition auf (iii) angewandt:
-R = —9).
Da —S wahr ist, folgt aus (ii), dass @) wahr ist.
Da —(Q falsch ist, ist auch =Q A R falsch, und aus (i) folgt, dass P wahr ist (Kontraposition
auf (i) angewandt: =(-Q A R) = P, da -(—-P) < P).
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Aufgabe 2 (7 Punkte)

a) Geben Sie die Definition fiir die Beschréinktheit einer Folge an.
b) Eine Folge (a,) heifit Nullfolge, wenn lim a,, = 0 gilt. Gegeben ist der Satz:

n—oo
Ist (a,) eine Nullfolge und (b,,) eine beschrénkte Folge, so ist (a,, - b,) eine Nullfolge. (%)
b1) Geben Sie Voraussetzung und Behauptung des Satzes an.
b,) Formulieren Sie die Umkehrung des Satzes.
bs) Ist die Umkehrung des Satzes wahr? Begriinden Sie IThre Antwort.
by) Beweisen Sie den Satz (x).

Lésung:

a) Eine Folge (a,) heiit beschrinkt, falls es eine reelle Zahl M gibt, sodass |a,| < M fiir alle
n € N gilt.
b) b;) Voraussetzung: (a,) ist Nullfolge und (b,,) ist beschrénkt.
Behauptung: (a,, - b,) ist Nullfolge
by) Ist (a, - b,) Nullfolge, dann ist (a,) eine Nullfolge und (b,,) ist beschrénkt.
bs) Nein. Gegenbeispiele sind z.B.:
an =1und b, =1/n (n € N) oder a,, = 25 und b, =n (n € N).
by) Da (b,) beschrankt ist, gilt |b,| < M fir n € N. Hierbei soll M > 0 gewihlt sein.
Da (a,) Nullfolge ist, gibt es zu jedem ¢ > 0 ein N,, so dass fiir n > N, stets |a,| < 7
gilt.
Fiir n > N. folgt nun
£
lan - byl = |an| - 1bn] < Jan|- M < MM = e.
Da ¢ > 0 beliebig war, folgt lim a, - b, = 0.

n—o0
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Aufgabe 3 (7 Punkte)

a) Beweisen Sie mit vollstandiger Induktion: Fiir alle n € N gilt

"k +2

k=1

b) Zeigen Sie durch Anwendung der Sitze tiber konvergente Folgen, dass die angegebenen Folgen
konvergieren, und bestimmen Sie jeweils den Grenzwert.

(n—1)(n+1) 2n® +3n? +5
by) a, = - e N,
1) @ on — 1 3nt 4 2n3 4+ n2 + 2 (n €N)

bs) b, =vVn2+n+1—+vVn2+5n (n€N).

Lésung:

a) Induktionsanfang: Es gilt fiir n = 1

~k _1_1_, 3, 142
2k 2t 2 T 2 21
k=1
"k n+2
Indukti hritt: Indukti t : — = 2—
nduktionsschri nduktionsvoraussetzung ; o TR
n+1
k 3
Induktionsbehauptung: o = 2 — %
k=1
Beweis der Induktionsbehauptung:
n+1 n
k n+1 k' Iduktionss 1+ 1 n+2
Z ? - on+1 + Z Q_k vorauss:etzung on+1 T 2- on
k=1 k=1
_ 2+n—|—1—2(n+2) _ 2_n—|—3
2n+1 2n+1

Daraus folgt, dass die Behauptung fiir alle natiirlichen n gilt.
b) b;) Es gilt

A (n—l)(n+1)(2n3+3n2+5).é _ 1=+ 2+2+3)
" @2n-1)Brt 20 +n2+2) L (2-L)(B3+24 L4 2)

Wegen 1/n — 0 und damit 1/n* — 0, 1/n® — 0, 1/n* — 0 folgen aus den Sitzen iiber
die Addition und Multiplikation konvergenter Folgen fiir Zahler bzw. Nenner

1 1 3 5\ nowo
(1——)(1+—)<2+—+—3) = 1-1-2 = 2
n n n n

1 2 1 2 n—o0
2—— ) (3+>+5+—=) "= 2.3 =6 #0.
n n n? nt

Der Satz iiber den Grenzwert von Quotienten konvergenter Folgen ergibt

ay, — g = E fir n — oo.
6 3
by) Es gilt wiederum unter Ausnutzung von 1/n — 0
Vn? +n+1—+vn?+5n= mAntlon—5n _ L—dn B
Vil n+14+vVn2+in V24 n+1+vVn2+on 1+
4—1/n 4

= — —
V1+1/n+1/n2+/1+5/n 1+1
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Aufgabe 4 (7 Punkte)
Bestimmen Sie jeweils die Losungsmenge folgender Ungleichungen:
a) 23— 9z < 23 + 2% —br + 2,
b) 3r —5 <1
(x4 1)(x —2)

Lésung:

a) Durch dquivalentes Umformen erhélt man
22— 9r < a4+ a2’ —br+2
& —9r<zr—br+42
& 0<z2?4+4x+2.

Da die Nullstellen von z2 + 4z + 2 durch —2 + /4 + 2 = —2 4+ /2 gegeben sind und der
hochste Koeffizient positiv ist, ergibt sich als Losungsmenge

L={r:2<-2-V2V2>-2+V2} = (—00,-2—V2]U[-2+V2,0)
b) Beachte (z +1)(z —2) = 2% — 2z — 2.

Fall 1: —1 < x < 2. In diesem Fall ist der Nenner negativ. Aquivalentes Umformen ergibt
3r—5
hgl & 3r—5>P—rx—2 & 0> —4x+3.

Das Polyonom p(r) = x? — 4z + 3 hat die Nullstellen 15 = 24+ v4 —3 = 2 £ 1. Da der
Koeffizient vor 22 positiv ist, gilt

0<z2’—4r+3 < 1<z<3.

Zusammen mit der Bedingung —1 < x < 2 ergibt sich in diesem Fall als Losungsmenge
Li={z:1<z<2}=[1,2).

— T —

Fall 2: © < —1 VV x > 2: In diesem Fall ist der Nenner positiv. Aquivalentes Umformen ergibt
3r—5
2 —x—2
Zusammen mit der Bedingung x < —1 V x > 2 ergibt sich in diesem Fall als Losungsmenge

Ly={z:x< -1 Vz>3}=(—00,—1)U[3,00).

<1 e 3x-5<a?—1—-2 o 0<a2—dp+3 M <1 v >3

Die Losungsmenge ist nun die Vereinigung beider Mengen:
L = (—o00,—1)U[1,2)U[3,00).
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