ZPG Vertiefungskurs Mathematik

Mdogliche Stundenverteilung zum Thema Linienintegrale (8 h)

Nr Inhalte Begleitmaterial
Einstieg in das Thema Aufgabenblatt:
Beispiele fur Funktionen mit zwei Variablen Lange eines Parabelbogens

und deren Darstellung als Flache im Raum

Veranschaulichung eines Linienintegrals
mithilfe eines Papierstreifens

Sonderfall: f(x;y) =1

Lange eines Parabelbogens (y = %-xz)

(SuS sollen eigenstandig naherungsweise die

172 Lange berechnen)

Prasentation der Ergebnisse im Plenum

Herleitung der Formel zur Berechnung der

Lange L eines Kurvenstickes im Plenum
b

L= j 1+ (y'(x))?dx

a
Beginn der Berechnung der Lange des

Parabelbogens im Plenum:

4 4
L= f 1+ (2x)?%dx = f\/l + 4x2dx
0 0

Fortsetzung der Berechnung der Lange des
Parabelbogens

Dazu Einschub: Definition und Eigenschaften
der Hyperbolischen Funktionen

sinh(x) und cosh(x)
Ableitungen und 1 + (sinh(x))? = (cosh(x))?

3/4

Definition des Linienintegrals in der Normal-
darstellung:

b
[ 1y T @

Beispiel: f(x;y) = x -y ; Weg 1: Strecke PQ

1




Nr

Inhalte

Begleitmaterial

5/6

Fortfhrung des Beispiels Weg 2:

Viertelkreis mit Mittelpunkt O zwischen P(0 | 1)
und Q(1]0)

Definition des Linienintegrals in
Parameterform:

b
f FO) () O + O (D)2dt

Diskussion Uber weitere alternative Wege
Welcher Weg fuhrt zu einem kleineren Wert?

Weg 3 entlang der Koordinatenachsen liefert
den Wert O.

Weg 4: Viertelkreis mit Mittelpunkt M(1 | 1)
zwischen P(0 | 1) und Q(1|0)

7/8

Ubungsstunde zur Kurvenlange und zu Linien-
integralen (Aufgaben vom Ubungsblatt)

Ubungsblatt:

Aufgaben zu Linien-
integralen
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Didaktische Hinweise zur Unterrichtseinheit ,Linienintegrale”

Der vorgestellte Unterrichtsgang ,Linienintegrale” wurde in der Klassenstufe 12 in
vier Doppelstunden unterrichtet. Die Anregung Linienintegrale zu behandeln kam von
einem Schuler, der im Zuge der Unterrichtseinheit ,Integrationstechniken® im Unter-
richt die Frage stellte, was denn eigentlich Linienintegrale wéren. Er war einen Tag
pro Woche zum Fruhstudium (Jura) an der Universitat und hatte dort den Begriff auf-
geschnappt.

In der Fachliteratur werden Linienintegrale auch Kurvenintegrale oder Wegintegrale
genannt. Man unterscheidet Linienintegrale 1.Art und Linienintegrale 2.Art.

Bei Linienintegralen 1.Art wird Uber ein Skalarfeld integriert, bei Linienintegralen 2.Art
Uber ein Vektorfeld. In dieser Unterrichtseinheit wurden nur Linienintegrale tUber zwei-
dimensionale Skalarfelder f mit f(x; y) betrachtet.

Die Kurve langs der integriert wird, heif3t auch Integrationsweg und kurz Weg (y(x)).

Der Ausdruck /1 + (y'(x))?dx heiRt Wegelement oder Langenelement. Im Spezial-
fall f(x;y) = 1 ergibt das Linienintegral die Lange L des Weges entlang der Kurve.

Es gibt zwei prinzipielle Mdglichkeiten Linienintegrale tber f(x;y) zu berechnen.
Man ersetzt im Funktionsterm f(x; y) die Variable y durch den Term y(x) und erhalt

somit das Integral f:f(x; y(x)) /1 + (y'(x))*dx. Man kann aber auch die beiden
Variablen x und y parametrisieren und erhalt z.B. mit x(¢t) und y(t) und dem Weg-

element \/(x'(£))? + (¥'(t))2dt das Integral f:f(x(t);y(t)) & (D)2 + (y'()2dt.

In der ersten Doppelstunde wurden zunachst einige Beispiele fur Funktionen mit zwei
Variablen und deren Veranschaulichung im dreidimensionalen Raum betrachtet.
Dazu gehorte auch eine ,modifizierte” Ebenengleichung (x; = 6 — 2x; + 3x,), die die
Schilerinnen und Schiler aus der analytischen Geometrie kennen. Danach wurde
den Schulerinnen und Schulern mithilfe eines Papierstreifens ein Linienintegral ver-
anschaulicht. An diesem Streifen war an einer Seite mit einer Schere ein Profil ge-
schnitten worden. Der Streifen kann als Kurve gebogen werden und stellt somit einen
Schnitt durch den Raum unter dem Graphen von f mit f(x; y) dar.

Im Zusammenhang mit den Linienintegralen (Spezialfall f(x;y) = 1) sollte man
nattrlich auch die Lange eines Kurvenstuckes thematisieren, um die Rolle des
Wegelements besser verstehen zu kénnen. Zudem lernen die Schlerinnen und
Schuler dadurch, quasi nebenbei, wie man die Lange eines Kurvenstiickes berech-
net. Als Einstieg in die Berechnung der Lange eines Kurvenstiickes sollten die
Schiilerinnen und Schuler zunéchst in Partnerarbeit die Lange eines Parabelbogens
naherungsweise bestimmen (siehe auch Arbeitsblatt Datei 11). Dabei ndherten alle
Tandems den Kurvenverlauf mithilfe mehrere Sekanten an und berechneten die
Summe deren Lange.

AnschlieRend wurde im Plenum die Formel zur der Lange L eines Kurvenstiickes

hergeleitet (L = f; J1+ (¥'(x))?dx). Dann wurde am Ende der Doppelstunde da-
mit begonnen im konkreten Beispiel die Lange des Parabelbogens zu berechnen.

Das auftretende Integral f04\/1 + x2dx konnen die Schilerinnen und Schiler jedoch
auch nach Behandlung der Integrationstechniken nicht alleine berechnen.



In der zweiten Doppelstunde wurde die Berechnung des Integrals f04\/1 + x?dx fort-

gefuhrt (siehe auch Datei 04). Um dieses Integral mittels Substitution zu l6sen, be-
notigt man die hyperbolischen Funktionen. Somit besteht hier eine gute Gelegenheit
den Schilerinnen und Schilern die hyperbolischen Funktionen vorzustellen.

Im Plenum wurden die Funktionen sinh (x) und cosh (x) definiert und deren Ableit-
ungen von den Schilerinnen und Schiilern eigenstandig berechnet. Anschliel3end
wurde noch der wichtige Zusammenhang 1 + (sinh (x))? = (cosh (x))? thematisiert.
Wegen der spateren Anpassung der Integralgrenzen wurden auch noch die Umkehr-
funktionen Arsinh (x) und Arcosh(x) kurz angesprochen.

Am Ende der Doppelstunde wurde das Linienintegral definiert und ein erstes Beispiel
mit vier verschiedenen Wegen im Plenum vorgestellt und das Integral fir den Weg 1
berechnet (siehe auch Datei 05).

Damit den Schulerinnen und Schiler die Abhéngigkeit von der Wahl des Weges be-
wusst wird, sollte man fur eine Funktion f verschiedene Wege zwischen zwei festen
Punkten in der x-y- Ebene wahlen.

In der dritten Doppelstunde wurden die Integrale langs der Wege 2, 3 und 4 berech-
net. Dabei wurde auch die Méglichkeit der Parametrisierung des Weges eingefihrt
(siehe auch Datei 05).

In der vierten Doppelstunde bearbeiteten die Schilerinnen und Schiler Aufgaben
eines Aufgabenblattes zu Linienintegralen (Datei 11). Die Loésungen dieser Aufgaben
(Datei 21) lagen im Klassenraum zur Selbstkontrolle aus.
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Exakte Berechnung des Parabelbogens

Es gilt: f(x) = %xz >f'(x) =x

Lange des Parabelbogens:

L= f\/1+(f’(x))2dx= j\/1+x2dx
0 0

Um dieses Integral zu berechnen kann man fur die Substitution die hyperbolischen
Funktionen verwenden.

Definition:
X_,—X
a) Die Funktion f mit f(x) = 2% nenntman auch ,Sinus hyperbolicus®.
Schreibweise: sinh(x) = exze_x
. . . eX+e ¥ . . “
b) Die Funktion g mit g(x) = nennt man auch ,Cosinus hyperbolicus®.
eXt+e™*

Schreibweise: coshx = 5

Eigenschaften und Graphen der hyperbolischen Funktionen

g y
5 /

4 /

Es gilt:

—-X

f(x) =sinh(x) & f'(x) = ex_e_zx'(_l) = ex-l-ze = cosh(x)

eX+e % (-1 eX—e™* .
2( ) = . = sinh(x)

g(x) = cosh(x) & g'(x) =

ex_e—x)z _ e2X_2 42X

Zusammenhang: (sinh(x))? = ( . -

(cosh(x))? =

(ex+e‘x)2 _e?424e72X
2 4
5



e2X424e72X  p2X_p4e2X

2 (cosh(x))? — (sinh(x))? = ” - ” = % =1
2 (cosh(x))? = 1 + (sinh(x))?

Die Umkehrfunktionen lauten Arsinh(x) bzw. Arcosh(x).

Substitution: x = sinh(u) =2 Z—i = cosh(x) 2dx = cosh(x) - du

Grenzen: u; = 0 und u, = Arsinh(4)

4 Arsinh(4)
L= f\/l + x2dx = j J 1+ (sinh (w))? - cosh(u) du
0 0
Arsinh(4) Arsinh(4)
L= f cosh(u) - cosh(u) du = j (cosh(u))?du
0 0

Partielle Integration: v' = cosh(u) ; w = cosh(u) @ v = sinh(u) ; w' = sinh(u)
Arsinh(4)
L = [sinh (u) - cosh (u)]57*""® — f sinh(u) - sinh(u) du

0
Arsinh(4)

L = 4 cosh(Arsinh(4)) — 0 — j- (sinh(u))?du
0

Es gilt: cosh(Arsinh(4)) = /1 + (sinh(Arsinh(4)))? = V1 + 4> = 17
Arsinh(4) Arsinh(4)

j (cosh(w)?du = 4-V17 — J (sinh(w))?du

0 0

Arsinh(4) Arsinh(4)

j (cosh(w)?du = 4-V17 — .[ (cosh(u))? — 1du
0

0

Arsinh(4) Arsinh(4) @
Arsinh(4

] (cosh(w)?du = 4-V/17 — J (cosh(uw))?du +j 1du
0 0 0
Arsinh(4)

2. | (cosh(w)?du = 4-VT7 + [l ™" = 4-VT7 + arsinn(s

0

Arsinh(4)

1

L= j (cosh(w))?du = 217 + 5+ Arsinh(4) ~ 9,29

0
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Beispiele fur Linienintegrale

In diesem Beispiel sollen mehrere Linienintegrale beziglich der gleichen Funktion f entlang
vier verschiedener Wege zwischen den Punkten P(1 | 0) und Q(0 | 1)

berechnet werden. Dabei wird auch die Parameterdarstellung beim Weg 2 eingefuhrt und
dann beim Weg 4 verwendet.

fsy)=x-y

y

14 M

.\

2
)
)

oll' _: X

0 1 2
Wegl:y=1—xmit0<x<1 2>y =-1

Linienintegral:
1

L= [ FGsye) VTF 07 = [ x- (1= x) - T+ (-1
01 1 " 1 1 1

L=]x(A-x)V2dx=V2- | x—x?dx =2+ |zx% —=x3

! Of Of [2 3 ]0

11=\/§-<%—%—0)=\§z0,236

Weg2:x =sin(t);y=cos(t) mit 0 <t < % (Parameterdarstellung)

> % = x'(t) = cos (t) und % = y'(t) = —sin (t)

Linienintegral:

T

2
I = f FG(0) y(0) VT O + O (0)2de
0



I, = | sin (t) - cos (t) - y/(cos (t))? + (sin (t))2dt = I, =

sin (t) - cos (t)dt

O —— iy
S —— i

1 11
I = [z (sin (t))z] =5
0

Alternative Losung (ohne Parameterdarstellung) fur den Weg 2

y=Vvl—-x?2mit 0<x<1 2>y =-

f(x;_V(X)) =X m

I

Gibt es Wege, fir die das Linienintegral bzgl. f einen noch kleineren Wert annimmt als flr
den Weg 1?

Weg 3: Entlang der Koordinatenachsen

Da auf den Koordinatenachsen x = 0 bzw. y = 0 gilt, ist dort der Funktionswert von f
immer Null.

Somit giltauch I3 = 0

Gibt es Wege, die nicht auf den Koordinatenachsen verlaufen, fir die das Linienintegral bzgl.
f einen noch kleineren Wert annimmt als fir den Weg 1?

Weg 4: Viertelkreis mit Mittelpunkt M(1 | 1) zwischen P und Q.
x=1—cos(t);y=1—sin(t)mit 0 <t < g (Parameterdarstellung)
> % = x'(t) = sin (t) und % = y'(t) = —cos (t)

Linienintegral:

T

2
I, = f FG(): y(0) V& O + O (0)2dt
0

2
I, = f(l —cos (t)) - (1 — sin (t)) -/ (sin(t))? + (—cos(t))?dt
0



: :
I, = f(l —cos (t)) - (1 —sin (t)) - Vidt = f 1 — sin(t) — cos(t) + cos (t) - sin (t)dt
0 0

T
1 2 1
I, = [t+cos(t)—sin(t)+i(sin (t))z] =g—1+——1 ==—==———=0,071
0

Dass der Weg 4 einen kleineren Wert liefert als der Weg 2 war auch zu erwarten, da die
Funktionswerte von f umso kleiner werden, umso ndher man dem Ursprung kommt. Wenn
bei gleicher Weglange die Funktionswerte kleiner sind, dann liefert auch das Linienintegral
einen kleineren Wert.
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Lange eines Parabelbogens

Aufgabenstellung:

Gegeben ist der Graph (Parabel) der Funktion f mit f(x) = 0,5x2. Die Lange des
Kurvenstiickes vom Punkt 0(0|0) bis zum Punkt P(4|8) soll ndherungsweise
berechnet werden.

Versucht diese Lange mdglichst genau zu bestimmen.

Hilfsmittel: WTR

Zeit: 20 Minuten

81 P

10
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Aufgaben zu Linienintegralen

AUFGABE 1 Berechne jeweils die Lange des Kurvenstlickes zwischen den Punkten
A und B auf dem Graphen der Funktion:

a) (x) =v4—x2;A(0|2); B(2]|0)
b) g(x) =cosh(x);(0]1); B(2]cosh(2))

c) h(x) =2vVx;A(1|2); B(4|4)

AUFGABE 2 Gegeben sind die Funktion f mit f(x) = vx3 und die Punkte A(1 | 1)
und B(4 | 8).

a) Berechne die Lange des Kurvenstlckes auf dem Graphen von f zwischen den

Punkten A und B.

b) Das Kurvensttck auf dem Graphen von f zwischen den Punkten B und C hat die
Lange 50.

Bestimme die Koordinaten des Punktes C.

1
x2+y?

AUFGABE 3 Gegeben ist die Funktion f mit f(x;y) =

mit (x; y) # (0;0) .

Berechne jeweils die Linienintegrale zwischen den Punkten P(0 | 2) und Q(2 | 0)
langs der Wege 1 bis 4.
ly
3

1
x2+1
11

Hinweis: f(x) = arctan (x) = f'(x) =
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Losungen: Aufgaben zu Linienintegralen

AUFGABE 1

a) f(R) =Va—22 f'(0) = 2= = -

Lange L des Kurvenstickes: L = foz 14+ (f'(x))?dx = foz

2
4
sz 4_xzdx
0

Substitution: x = 2sin (t) = % = 2cos (t) = dx = 2cos(t) dt

Grenzen: t; = 0 und ¢, =§

H 2 cos(t)
Oj\/4 2Gin (D)2 -2 cos(t)dt = J ’4( <05 ()2 -2 cos(t)dt = j cos (©) dt

2dt = [2t]

o~|=|

OSM:‘

b) g(x) = cosh (x) & g'(x) = sinh (x)

Lange L des Kurvenstiickes: L = foz 1+ (g9'(x))?%dx = foz\/l + (sinh(x))2dx
2

L= jcosh(x) dx = [sinh(x)]3 = sinh(2) — sinh(0) = sinh(2) ~ 3,63
0

¢) h(x) = 2vx > K (x) =%=%

Lange L des Kurvenstiickes: L = ff,/l + (h'(x))2dx = ff
Substitution: u? = 1 +i > x =

u2-1

1 1
i X = — = ! -2 _ _2 =1.(L_L)
Partialbruchzerlegung: x Pl D@D i ur

dx 1 1 1 1
w2 (_ (u—1)2 t (u+1)2) >dx =3 ( (u-1)2 + (u+1)2) du

Grenzen: u; = V2 und u, = \E

12



E 1 1 1 1 \E
u u
— 2. 2. = - _. —
L f‘/“_ 2( (u—1)2+(u+1)2>du 2 f( w-DZ " w+ D2
V2 V2
(& )
4
[ st [ 2
2 k (u+1)2 (u —1)2 )
NG
N\ J L J
Y~ Y~
I, L
i : : ke
u+1-—1
f e
(u+ 1)? (u + 1)? u+ (u+1)2
2 V2 V2
N J \ J
Y Y~
Il;a Il;b
5
4
1 & 5
Il;a_f u+1du—[ln(u+1)]ﬁ—ln \/;+1 — (V2 +1)
NG
I
4 5
; f 1 d [ 1 ]\/; 1 4 1
H = u=|—— = —
;b (u+ 1)2 u+ 113 5 V2 +1
V2 Z+1
5 1 1
L=Imn| [>+1|-m(2+1)+ —
! ﬁ ( ) f VZ+1
Z+1
3 : ke :
; _j u du = u—1+1 _j 1 d +j 1 P
2= ) =1z (u—1)2 u—1 w—12™
V2 V2 V2 V2
N J N\ J
Y Y~
IZ;a IZ;b

13
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N e
|

IE

4

L, = f ” ! du =[ln(u—1)]
V2

—ln(\/%—l)—ln(\/z—l)

b : 1 1
[l

Ly = _ N
zb (u —1)? 5 V2 -1
[
5 1
12=ln<\/;—1>—ln(\/7 1) - =5,
z-1
B 5 5 V3 N 1
ILL—1L=In Z+1 —In Z—l —ln( 2+1)+ln( 2—1)+\/g
Z+1

1 1 1
f V2+1 V2-1
7-1

+

Anwenden von Logarithmengesetzen und Rationalmachen der Nenner liefert:

m| 241)=m| 2-1 —ln/f+1 /<\E—+1>2\|
(o o) )]
=ln<4-(%-\/§+1)>=ln<<2-<i-\/§+1>> = 2-In(V5 + 2)

zn(ﬁ—n_zn(ﬁ“):z(ﬁ‘l) (W )>—2-ln(\/§—1)

V241

/ / 1
1 1 ——1+ +1 2.2.4/5
2 =4-+5

+

o B )

11 __(\/_—1+\/7+1>__ﬂ
VZ+1 vZ-1  \(V2+1)-(V2-1)) B

14




L-L=2-n(V5+2)+2-n(N2-1)+4-V5-2-V2
L-L=2-(In(v5+2)+In(v2-1)+2-V5-+2)

=%-(11—12)=ln(\/§+2)+ln(\/§—1)+2'\/§—\/—z3»62

AUFGABE 2
a)f(x) = \/F: x5 -)f’(x) = %xOJS — E\/}

2
Lange L des Kurvenstiickes: L = ff 1+ (f'(x))?%dx = ff 1+ zxdx
Substitution: u = 1 + %x > x = g- (u—1)

dx

ax _ 2 -)dx=fdu
du 9 9

Grenzen: u; = ? und u, = 10

v 4 - 4 12 10 g 10
— . — . 054, — . |2.,15| — 2 .1./,,3
L—f\/u 9du—9 lu du—9[3u]%—27[u]14_3

4-

8
L=o--|10- \/_0——\/7 10 \/_—— \/_>~763

b) L = [} 1+ (f'())?dx = [;° |1 +2xdx =50

Aus a) folgt:
1+%a 3
4 1+a 9 \2
L=f \/ﬂ-gdu— - [Vu ] —. (1+Za) ~10-v10 | =50
10

3

-)(1+§a)%—10-\/1_—E -)(1+%a)5 “£+10-V10
1+§a=(6775+10-\/E)§-)a=§-<(675+10 «/_) >z14,77

> f(a) = Vad =~ 56,79

> (14,77 | 56,79)

15



AUFGABE 3
Wegl:iy=2—xmit 0<x<2 2y =-1

Linienintegral:
2 2

1
I = f iy () TH G@Pdx = | Gy T+ (Ddx
0
2 2
V2 1
fo —4x+ 4 ‘/—dx_T fx2—2x+2 =7'O P P g L

V2

2
h= 7!(x )2+1

l\J

Substitution: u=x—1=2>x=u+1 2dx =du

Grenzen: u; =—1und u, =1
1
']1-

-(%—(—%))=?-%=“i‘”m

~|ﬂ

[arctan Wi, = ﬁ- (arctan(1) — arctan (—1))

S|

Weg2:x=2-sin(t);y=2-cos(t)mit 0<t Sg (Parameterdarstellung)
> % =x'(t) = 2 - cos (t) und % = y'(t) = —2-sin (t)

Linienintegral:

T

p
I

| ra@ive) e+ @

1
4 - (sin (t))? + 4 - (cos (t))?

/4 - (cos (t))? + 4 - (sin (t))2dt

1
4 - ((sin (t))? + (cos (1))?)

-4 ((sin (£))2 + (cos (t))2)dt

r

T
2
1 112
-\/Zdtzfzdtz [Et]o =T 0,79
0

o
| Il I
Oy Oy O —— iy ©

s
4
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Weg 3: Der Weg 3 besteht aus drei Teilstlicken, wobei die Teilsticke 1 und 3 aus
Symmetriegriinden den gleichen Wert liefern.

Teilstlick 1: Strecke von Q zum Punkt A(0 | 1)

Teilstlck 2: Viertelkreis vom Punkt A(0 | 1) zum Punkt B(1 | 0)
Teilstlick 3: Strecke von B(1 | 0) zum Punkt P

a) Teilstick3: y=0;1<x<2=2y' =0

Linienintegral:

I35 = 1ff(x;y(X))' 1+ (y'(x))?dx = !% 1+ (0)%dx = !x_lzdx

170 1 1
30 = [‘}L )
b) Teilstiick 2: x =sin (t) ;y =cos () mit 0 <t < g (Parameterdarstellung)
> % = x'(t) = cos (t) und % = y'(t) = —sin (t)

Linienintegral:

s

2
f £ y(0) @O + O ©O)2dt
0

I3y =
7

I3 = f( in (£))2 i( £))? +/(cos (£))2 + (sin (£))2dt
. sin (t) cos (t)

I3 =J% \/Tdt=J1dt= [ﬂ%:%
0 0

1 =« T
13:2I3a+13b:2§+§=1+§z2:57

Weg 4: Der Weg 4 besteht aus drei Teilstlicken, wobei die Teilstiicke 1 und 3 aus
Symmetriegriinden den gleichen Wert liefern.

Teilstlick 1: Strecke von Q zum Punkt C(0 | 3)

Teilstlick 2: Viertelkreis vom Punkt €(0 | 3) zum Punkt D(3 | 0)
Teilstlick 3: Strecke von D(3 | 0) zum Punkt P

a) Teilstick3:y=0;2<x<3=2y =0

Linienintegral:
3 3

3
1 1
ha = [ fGiye THO70dx = [ 5 T+ 0%dx = [ Gax
2

2 2

17



b) Teilstiick 2: x =3 -sin(t) ;y=3-cos(t) mt 0 <t < g (Parameterdarstellung)
> % = x'(t) = 3-cos (t) und % = y'(t) = —3-sin (t)

Linienintegral:

s

2
o = | £ 9@) @2+ BT @de
0

7
1 ;
e of @S @7 + @ eos @) VO €08 O ¥ (i (@)t
7
Iy, = J ! -\/9 - ((sin (t))? + (cos (t))?)dt
b J 9+ ((sin (£))? + (cos (1))
%1 %1 192
T
Lip =0J§ \/gdtzofgdtz §t]0 =g
1 © 1
I, =2 I4_a+14b—2'g 626(2"‘7'[)%0,86
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