Vertiefungskurs Mathematik Klasse 12

Losungen: Aufgaben zu Linienintegralen
AUFGABE 1
A0 =VE= > 100 = s =~

Lange L des Kurvenstiickes: L = foz J1+ (f'(x)2dx = fOZ
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Substitution: x = 2sin (t) = Z—: = 2cos (t) = dx = 2cos(t) dt

Grenzen: t;y =0und t, = -
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b) g(x) = cosh (x) & g'(x) = sinh (x)

Lange L des Kurvenstiickes: L = foz 1+ (g9'(x))?%dx = foz\/l + (sinh(x))2dx
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L= jcosh(x) dx = [sinh(x)]3 = sinh(2) — sinh(0) = sinh(2) ~ 3,63
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c) h(x)_z\/”-)h(x)_—=%

Lange L des Kurvenstiickes: L = f J1+ (W' (x)%dx = f

Substitution: u? = 1 + -)
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Partialbruchzerlegung: x Pl D@D - el s

dx 1 1 1 1
w2 (_ (u-1)2 t (u+1)2) >dx =3 ( (u-1)2 + (u+1)2) du

Grenzen: u; = V2 und u, = \E
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Anwenden von Logarithmengesetzen und Rationalmachen der Nenner liefert:
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L-L=2-n(V5+2)+2-n(N2-1)+4-V5-2-V2
L-L=2-(In(v5+2)+In(v2-1)+2-V5-+2)

=%-(11—12)=ln(\/§+2)+ln(\/§—1)+2'\/§—\/—z3»62

AUFGABE 2
a)f(x) = \/F: x5 -)f’(x) = %xOJS — E\/}
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Lange L des Kurvenstiickes: L = ff 1+ (f'(x))?%dx = ff 1+ zxdx
Substitution: u = 1 + %x > x = g- (u—1)
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Grenzen: u, = ” und u, = 10
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b)L—f ,/1+(f(x))2dx—f 142 S xdx = 50

Aus a) folgt:
1+%a 3
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-)(1+§a)%—10-\/1__ﬂ -)(1+%a)5 2£+10-V10
1+%a=(%5+10-\/1_0)§-)a=— ((675+10 \/_) >z14,77

> f(a) = Va3 ~ 56,79

> (14,77 | 56,79)



AUFGABE 3
Wegl:iy=2—xmit 0<x<2 2y =-1

Linienintegral:
2

i 1
I = Jf(xi}’(x))'vl + (' (x))?dx =fx2 + (2 _x)z' V1+ (—=1)%dx
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Substitution: u=x—1=2x=u+1 =2 dx =du

Grenzen: u; =—1und u, =1
1
VZ o[ o1 vz V2
L= - fluz 1 du = [arctan (w)]2; = - (arctan(1) — arctan (—1))

Weg2:x=2-sin(t);y=2-cos(t)mit 0<t Sg (Parameterdarstellung)
> % =x'(t) = 2 - cos (t) und % = y'(t) = —2-sin (t)

Linienintegral:
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= f £ y@©) - GO + O (©)de
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L = /4 (cos (£))2 + 4 - (sin (t))2dt
b]- 4 - (sin (t))? + 4 - (cos (t))?
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I, = f 7 (Gin (C )21_|_( . )2)-\/4 - ((sin (t))? + (cos (t))?)dt
. sin (t) cos (t)
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Weg 3: Der Weg 3 besteht aus drei Teilstlicken, wobei die Teilsticke 1 und 3 aus
Symmetriegriinden den gleichen Wert liefern.

Teilstlick 1: Strecke von Q zum Punkt A(0 | 1)

Teilstlck 2: Viertelkreis vom Punkt A(0 | 1) zum Punkt B(1 | 0)
Teilstlick 3: Strecke von B(1 | 0) zum Punkt P

a) Teilstick3: y=0;1<x<2=2y' =0

Linienintegral:

I35 = 1ff(x;y(X))' 1+ (y'(x))?dx = !% 1+ (0)%dx = !x_lzdx
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b) Teilstiick 2: x =sin (t) ;y =cos () mit 0 <t < g (Parameterdarstellung)
> % = x'(t) = cos (t) und % = y'(t) = —sin (t)

Linienintegral:
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I3b = OJ (sin (t))z + (COS (t))2 ' \/(COS (t))z + (Sll’l (t))zdt
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13=2'13a+13b=2'§+§=1+§z2,57

Weg 4: Der Weg 4 besteht aus drei Teilstiicken, wobei die Teilsticke 1 und 3 aus
Symmetriegriinden den gleichen Wert liefern.

Teilstlick 1: Strecke von Q zum Punkt C(0 | 3)

Teilstlick 2: Viertelkreis vom Punkt € (0 | 3) zum Punkt D(3 | 0)
Teilstlick 3: Strecke von D(3 | 0) zum Punkt P

a) Teilstick3: y =0;2<x<3=2y' =0

Linienintegral:
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b) Teilstiick 2: x =3 -sin(t) ;y=3-cos(t) mt 0 <t < g (Parameterdarstellung)
> % = x'(t) = 3-cos (t) und % = y'(t) = —3-sin (t)

Linienintegral:
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Ly = OJ (9 sin (O)Z + (9 - cos ()2 /(9" cos (t))? + 9 - (sin (t))2dt
7
I —j - +/9+ ((sin ()2 + (cos (1))?)dt
* = )9 (Gsin (9) + (cos () > €08
‘ 1 71 % T
Iyp =OJ§ \/adt=b[§dt— [gt]o _g
=2 Dy + Ly = 2 % g=%-(2+n)z0,86



