Mathematik Vertiefungskurs 12
Exakte Berechnung des Parabelbogens

Es gilt: f(x) = %xz > f'(x) =x

Lange des Parabelbogens:

L= f\/l + (f'(x))?dx = f\/l + x2dx

Um dieses Integral zu berechnen kann man fur die Substitution die hyperbolischen
Funktionen verwenden.

Definition:
a) Die Funktion f mit f(x) =

eX—e—X

nennt man auch ,Sinus hyperbolicus®.

Schreibweise: sinh(x) = ex;e_x
X —-X
b) Die Funktion g mit g(x) = Z nennt man auch ,Cosinus hyperbolicus®.
eX+e™*

Schreibweise: coshx = >

Eigenschaften und Graphen der hyperbolischen Funktionen
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Es gilt:
(x) = sinh(x) > f'(x) =2 CD_*" _ osh(x
2 2

eX+e ¥ (-1 eX—e™* .
2( ) = ” = sinh(x)

g(x) = cosh(x) & g'(x) =

x_e—x)z __ezx_2+e—2x

Zusammenhang: (sinh(x))? = (e - -

(cosh(x))? =

(ex+e‘x)2 _e?424e72X
2 4

1



e2X424e72X  @2X_p4e72X

= (cosh(x))? — (sinh(x))? = " — ” = % =1
= (cosh(x))? = 1 + (sinh(x))?

Die Umkehrfunktionen lauten Arsinh(x) bzw. Arcosh(x).

Substitution: x = sinh(u) =2 Z—i = cosh(x) 2*dx = cosh(x) - du

Grenzen: uy; = 0 und u, = Arsinh(4)

4 Arsinh(4)
L= f\/l + x2dx = j J 1+ (sinh (w))? - cosh(u) du
0 0
Arsinh(4) Arsinh(4)
L= f cosh(u) - cosh(u) du = j (cosh(u))?du
0 0

Partielle Integration: v’ = cosh(u) ; w = cosh(u) = v = sinh(u) ; w’' = sinh(u)
Arsinh(4)
L = [sinh (u) - cosh (u)]57*""® — f sinh(u) - sinh(u) du

0
Arsinh(4)

L = 4 cosh(Arsinh(4)) — 0 — j- (sinh(u))?du
0

Es gilt: cosh(Arsinh(4)) = /1 + (sinh(Arsinh(4)))? = 1 + 4> = /17
Arsinh(4) Arsinh(4)

f (cosh(w))?du = 4-V17 — f (sinh(u))?du
0 0
Arsinh(4) Arsinh(4)

f (cosh(u))?du = 4 -V17 — f (cosh(u))? — 1du

0

Arsinh(4) Arsinh(4) @
Arsinh(4

f (cosh(u))?du = 4-V17 — f (cosh(u))?du + f 1du
0 0 0
Arsinh(4)

2" f (cosh(w))?du = 4-V17 + [u]gm"h(“) = 4-/17 + Arsinh(4)

0

Arsinh(4)

1

L= f (cosh(u))?du = 2-/17 + ch Arsinh(4) = 9,29

0



