5 Bestimmen von Stammfunktionen durch Substitution und
Riicksubstitution

Beim Berechnen von Integralen mittels Substitution erkennt man im Rechenweg nirgends die
Stammfunktion des urspriinglichen Integranden, da man die Grenzen auch substituiert und direkt in
die Stammfunktion des neuen Integranden einsetzt. Manchmal ist man aber nicht am Wert eines
bestimmten Integrals interessiert, sondern an der Stammfunktion des Integranden. Dazu schreiben
wir die Anweisung: ,,Bestimme eine Stammfunktion von f“ ab jetzt als sogenanntes unbestimmtes
Integral Jf(x)dx =F(x) ohne die Angabe von Grenzen.

Beispiel 1: Substitution und Riicksubstitution

Bestimmen Sie J. (Zx2 +1)3 -4x dx , indem Sie den Integranden als Ableitung f(u(x))-u'(x) einer

verketteten Funktion F mit dem Funktionsterm F(u(x)) auffassen.

u(x)= 2x*+1; u'(x)= 4x

f(u)=F(u)= v’ ; F(u)= %u“ Hier haben Sie eine Substitution gemacht.
F(x) =If(u(x))-u'(x)dx =F(u(x)): %(sz +1)4 Und hier die Riicksubstitution.

Beispiel 2: Substitution und Riicksubstitution in formaler Schreibweise
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Beispiel 3: Vorgehensweise bei der Substitution der Integrationsvariablen
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Priifen Sie nach, ob die Ableitung von F(x) mit dem Integranden tibereinstimmt.
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“'Warum wurde hier eine Klammer statt des Betrags geschrieben? e* +4>0



5 Bestimmung von Stammfunktionen - Aufgaben

1. Bestimmen Sie durch Substitution und Ricksubstitution eine Stammfunktion des
Integranden. Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis durch Ableiten.
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2. Bestimmen Sie durch Substitution der Integrationsvariablen und Riicksubstitution eine
Stammfunktion des Integranden. Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis durch Ableiten.
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a) I(ex_2)3 dx = I . md —j—+—d ———u— (ex_z)zzF(x);
mit u=e* -2 (1);x=In(u+2) (2);u>0
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.= IW-Z(U—I)du=2In(u)(;)2|n(1+\/;)=F(x)
mit u=1++/x (1);x=(u- 1) (2)
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3. Auch die partielle Integration kann man auf unbestimmte Integrale anwenden und so
Stammfunktionen bestimmen:

Ju'(x)-v(x)dx =u(x)-v(x) = fu(x)-v'(x)dx =u(x)-v(x)-G(x)
Hierbei steht G(x) fiir die (leicht bestimmbare) Stammfunktion von g(x)=u(x)-v'(x) .

Bestimmen Sie die unbestimmten Integrale und tberprifen Sie Ihr Ergebnis durch Ableiten.
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F'(x) =§(e3x +x-3e* )—§e3X =2xe*



b) jx-sin(x)dx = —xcos(x)+fcos(x)dx =—xcos(x)+sin(x)=F(x)

F'(x)=—cos(x)+x-sin(x)+cos(x)=xsin(x)

Iez" sin(x)dx = —e* -cos(x)+f2e2x cos (x)dx
\*/—/
%0
=—e™-cos(x)+2e™ sin(x) -] 4e™ sin(x)dx
=4F(x)

er

=F(x)= . (—cos(x)+25in(x))

F'(x) :%(—cos(x)+Zsin(x))+%(sin(x)+2cos(x)) =e™ -sin(x)

Hinweis: Fiihren Sie die partielle Integration zweimal durch. Setzen Sie dann eine
Variable fiir das Integral, und lésen Sie die entstandene Gleichung nach dieser

Variable auf.



