Integration durch lineare Substitution und Logarithmische Integration
- Erarbeitung

Aus der Kettenregel lassen sich mehrere Integrationsregeln herleiten.

1. Die Funktion f im Integranden sei eine verkettete Funktion, wobei die innere Funktion linear

sei: f(x)zg(h(x)) mit h(x)=mx+c . Filllen Sie die Tabelle aus.

Funktion f f(x)=sin(2x) f(x)=(2x—4)’ f(x)=g(mx+c)
Ableitung f* f'(x)=2cos(2x) f’(x)=3.2(2x—4)2 f'(x)=m-g'(mx+c)
Stammfunktion F F(x)z—lcos(Zx) F(x)=1'l(2x—4)4 F(X)zi.e(merC)
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) Die Stammfunktion der Funktion g sei G und es gelte m=0 .

2. Leiten Sie die gegebenen Funktionen mit der Kettenregel ab und schreiben Sie den Term der
Ableitungsfunktion als Bruch.
(Die Definitionsmengen seien so gewahlt, dass der Term im Argument des In positiv ist.)

Funktion f f(x)zln(x2+3x) f(x):In(sin(Zx)) f(x):In(g(x))

Ableitung

f’(X)=X213X-(2x+3) f'(x):sin(lzx).2cos(2x) f’(x):g(x).g'(x)
- 22X+3 _ 2cos(2x) _ g'(x)
X 3x sin(2x) g(x)

Finden Sie zu den gegebenen Funktionen f je eine Stammfunktion, kontrollieren Sie durch
Ableiten und formulieren Sie eine Regel.

Funktion f 2x 62 g'(x)
f(x)= f(x)= ——
(x) 1y () 5+ 302" g(x)

Stammfunktion F F(x):ln(1+x2) F(x):ln(5+3e2x) F(x)=|n(g(x))




Hier wurden nur Falle betrachtet, in denen der Nenner positiv war. Fiir den allgemeinen Fall
brauchen wir die Stammfunktion der Funktion f mit f(x) =— auch fiir x<0. Stellen Sie eine
X

Vermutung fir diese Stammfunktion auf, Gberpriifen Sie sie durch Ableiten und verbessern

Sie Ihre Regel.
Vermutung:  Fir f(x)z1 mit x< 0 gilt F(x)=|n(|x|) )
X
Priifen: F(x)=In(—x) fiir x<0
1 1
F(x)=—-(-1)===f
(0=L-(2)= =100

Verbesserte Regel:

Die Stammfunktion der Funktion f mit f(x)= g'(x) ist F(x)=|n(|g(x)|) , falls

g(x)

g(x);tO .



Integration durch lineare Substitution und Logarithmische Integration

- Aufgaben

b b
Integration durch lineare Substitution: J.g(mx+c)dx=[iG(mx+c)} ; m=0
m a
Logarithmische Integrati jg,(x)d [ins(x)]] ; e(x)#0 fur xe[ab]
ogarithmische Integration: x=[Inlg(x)|| ;g(x ur xela;
) 8(x) ’

1. Berechnen Sie die Integrale mithilfe linearer Substitution.

1
a) I3e2x_1dx _3k_3
° 2 2

b) J‘(S—Zx)2 dx =

1

w |-

2
c) I\/4x+1dx = ?
0

3

6
d) !2”5 dx = 3In(11)-3In(5)

p 3
e) J;3COS(7TX)dX =

2
10

f) Tln(gx—gjdx={(x—l)-ln(ix—%j—(x—l)} =9In(3)-6

4

2. Berechnen Sie die Integrale mithilfe logarithmischer Substitution.

a) j 2¢” dx = In(2e+1)—In(3)

0 2e* +1
T 2x+2
b dx=In(11)-In(6
) -!‘x2+2x+3 n( ) n()
84 1
c) dx = In(4)—|n(2)

3. Haufig ,fehlt” ein konstanter Faktor, um im Zahler die Ableitung des Terms im Nenner zu
haben. Dieser wird auf folgende Weise erganzt:

X1 -24¢

1-8x° 24 1-8%°
Berechnen Sie die Integrale auf diese Weise.

Beispiel: f(x)=

4

a) !ﬁdx _ {%In(xzﬂl)}o :%In(ZO)—%ln(4)
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Beim Angeben von Endergebnissen sollten Logarithmen moglichst
zusammengefasst werden.

Beispiel: In(gj—ln(z)=In(4)—|n(3)—|n(2) =In(22)—ln(3)—ln(2)
=2In(2)—In(3)—In(2)=In(2)—In(3)

a) Vereinfachen Sie die Ergebnisse der Aufgaben 2c), 3.

Zu 2c) ..=In(2)
1
Zu 3a) ...==In(5)
2
Zu 3b) ...=—i|n(3)
12
In(2
Zu 3c) ...=—£
T
In3 ex X
b) Berechnen Sie I —dx und vereinfachen Sie das Ergebnis.
2e* +2e™"

In2

In3
_— 1In(ex+e‘x) :lln(ﬂj—lln(ij =In2—lln3
2 o2 13) 2 \2 2

Logarithmengesetze

log(a-b)=log(a)+log(b)
log (Ej =log(a)—log(b)

Iog(ab =b -Iog(a)




