Partielle Integration - Erarbeitung - Losungen

Herleitung

Im Folgenden soll aus der Produktregel eine Integrationsregel hergeleitet werden, mit der viele
Integrale (iber ein Produkt von Funktionen berechnet werden kénnen.

Eine differenzierbare Funktion f lasse sich als Produkt zweier Funktionen u und v schreiben:
f(x)=u(x)-v(x) (1)
Notieren Sie die Ableitung von f : f’(x)=u’(x)-v(x)+u(x)-v'(x) (2)

Falls u und v auf dem Intervall [a;b] differenzierbar und ihre Ableitungen stetig sind, so kann man die

Funktion f auf diesem Intervall integrieren:

Die Stammfunktion von f“ ist laut (1) ein Produkt von Funktionen. Setzen Sie dieses ein.
Jf Jax= [1()], =[u(x)v(x) ] )
b
Setzen Sie (2) in das Integral ein: J‘f’(x)dx = J‘u’(x)'v(x)+u(x)-v’(x)dx

Schreiben Sie im letzten Schritt das Integral Uber der Summe als Summe von zwei Integralen.
b

(Warum darf man das?) J.f )dx = I x)- v(x)dx+_[u(x)-v’(x)dx (4)
Setzen Sie (3) und (4) gleich: [u(x)-v(x)}: = u'(x)-v(x)dx+Iu(x)-v’(x)dx (5)

Falls man auf der einen Seite eines der beiden Integrale berechnen kann, so bringt man dieses auf
die andere Seite. So hat man fir das andere, bislang nicht berechenbare Integral eine Losungs-
moglichkeit gefunden.

Beispiel

Wir suchen eine Moglichkeit, das Integral (2x+1)-cos(x)dx zu berechnen. Flihren Sie dazu die
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obigen Schritte mit der Funktion f mit f(x) =(2x+1)-sin(x) aus. Verwenden Sie als Integrations-

intervall [a;b] :[O;%} . Nach Schritt (5) sollten Sie eine Moglichkeit haben, das gesuchte Integral zu

berechnen.



Beispiel

Gleichsetzen:

f'(x)=2-sin(x)+(2x+1)-cos(x)
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f’(x):[(2x+1)-sin(x)]g (3)
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f'(x)dx = |2-sin(x)dx + | (2x+1)-cos(x ) dx (4)
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[(2x+1)-sin(x)]0§ = |2-sin(x)dx+ | (2x+1)-cos(x)dx

(2x+1)-cos(x)dx = |:(2X + 1)-sin(x)]§ -
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2-sin(x)dx=...



Partielle Integration - Anwendung - Losungen

b

jlu’(x)-v(x)dx =[u(x)-v(x)L —_Tu(x)-v’(x)dx

4
1. IZx~ede
0

4
1. Versuch: Mit 2x=u'(x) und €" :v(x) erhalt man ...:[xz-exJ: —Ixz-exdx und
0
kommt nicht weiter.

4
2. Versuch: Mit 2x:v(x) und e* =u'(x) erhalt man...=[2xeX ]z —J‘Zexdx=...=6e4 +2
0

Mogliche Formulierung von Kriterien:

e Der ganzrationale Faktor sollte als v(x) gewahlt werden.
e Derjenige Faktor, der beim Ableiten ,einfacher” wird, sollte als v(x) gewahlt werden.
e Die Faktoren sollten so gewahlt werden, dass man zu u(x)v'(x) eine Stammfunktion

angeben kann.
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= 0—[—z-1+o-0—[2-cos(x)]gJ = —(-7-0+2)=7-2

Wenn man im 2. Schritt die Faktoren tauscht, bekommt man das urspriingliche Integral:

s [—%Z-OJrO-(—l)J— [ ~(cos(x))}§izixz sin(x)dx

Subtrahiert man dieses auf beiden Seiten, erhadlt man 0 = 0 und somit keine Losung fiir das
gesuchte Integral.

3. Bestimmen Sie die Stammfunktion der Funktion f mit f(x)zln(x) auf folgende Weise:

j.ln(x)dx=j‘1-ln(x)dx mit u'(x)=1 und v(x)=In(x) .



...=[x-|n(x)}: —j). %dx =[x-|n(x)]:J —j‘ldx:[x-ln(x)—x]:

Merke: | Eine Stammfunktion F der Funktion f mit f(x)zln(x) ist F(x)= x-In(x)—x

Ein haufig anwendbarer , Trick” bei trigonometrischen Funktionen im Integranden ist

folgender:
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sin(x)-cos(x)dx = [sin(x) -sin(x)]

=A =A

cos(x)-sin(x)dx

2

Herleitung trigonometrischer Pythagoras

a’+b*=1°

a=sin

)

sinz(x)+ =1

b:cc;s(x)




Partielle Integration - Aufgaben

1. Berechnen Sie die Integrale mithilfe partieller Integration.

Va T

12x~sin(x)dx: [Zx-(—cos(x))E —JjZ-(—cos(x))dxz —% 2++/2

3 3 3
b) J%x-ezxdx= Ex-lezx} —J%-lezxdx= §e6+%
0

) 2 |, 1372
c) j.x~(x—2)5 dx = {x-l(x—z)e}4 —j‘l —(x—2)6 dx= ﬁ
0 6 0 o 7
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d) I4x-sin(x —%)dx - {4x-(—cos(x —gmo —I4 -(—cos(x —%Ddx -8

e) _]{(2x+3)cos(x)d [(2x+3) sm( ”—][‘Zsin(x)dx=0

2 2 27 % 2 21 64
J3x-\/2x—1dx=[3x-§(2x—1)2-5} —I3-§(2x—1)23dx=?

1 1 1

2. Berechnen Sie die Integrale durch mehrfache Anwendung der partiellen Integration

ijz e*dx = [3x2eX 12) —ijede = 12¢? —([6xex Jz —jsexdx] = 6e’ -6
0 0 0

b) IXZ -cos(%xjdx = {xz -Zsin(%xﬂz —IZX-Zsin[%xjdx
=27’ —Um-(—zcos[%xjﬂo —1‘4-[—2cos(§xjjdxj =27 -16

2,5 25

0 2 4 1 5 1 1
c) ‘([x -(2x-5) dx = [ 5(2 -5) 2} IZXEZX 5) —dx

0

: o{[gx Lo [ _Tz&@x_sf.;dx} |

2

d) j[ex(x—l)zdx :[—e’x-(x—l)zJ —j—e"-Z(x—l)dx
= 1—[[e‘* -2(x—1)]:—je‘x -2dx}: 1—%

2

jzlx mdx—[nx 5(1%);-(2)} —E42x-(—§}(1—%xfdx

0



3. Bestimmen Sie mithilfe partieller Integration eine Stammfunktion der Funktion f.

a) f(x)=2xIn(x) J2x:In(x)dx = [xz-ln(x)]—fxz-%dx: [xz-ln(x)—%xz}
b) f(x)=x"-In(x) fxz-ln(x)dx= [%xe‘-ln(x)}—j‘x3-ldx- [§x3 In(x)— éxs}

O f(x)=in(x) [ Gn(x)x- {_i.ln(x)}_;_%%dxz H""(X)_ﬂ

4. Berechnen Sie die Integrale.
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cos® x)dx = [sm cos(x)I)r—j—sin2 (x)dx=0+'|‘1—cos2 (x)dx=7z—'|‘cos2 (x)dx
0

i

2

sin’ (77x)dx = [sm x)-

(—cos(ﬁx))T1 —j —cos” (7x)dx= 0+ j.l—sinz (x)dx
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n(x)dx = [In(x)-In(x) j_jln(x).ldx
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e*-sin(x)dx = [e sm(x)l2
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e* -sin(x)dx =e’2r +e_z {[ex -cos(x)f — jex ~(sin(x))de

P L | N
0]
©
>
—_
x
~
o
x
Il
N |
7\
]
Ny
+
(0]
(SR
—

|
NN



