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Gliederung

1. Bildungsplan

2. Fachlicher Hintergrund
3. Unterrichtsgang

4. Fazit
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Baden-Wiirttemberg
REGIERUNGSPRASIDIUM STUTTGART
SCHULE UND BILDUNG

Vorschlag zur inhaltlichen Schwerpunktsetzung

des Vertiefungskurses Mathematik

Zentrale Themen

1. Aussagenlogik und Beweistechniken

- Aussage, Existent- und Allquantor, Verknupfung von Aussagen (Negation,
Konjunktion, Disjunktion, Implikation, Aquivalenz), Beweis mit Wahrheitstabel-
le, aussagenlogische Gesetze

- Voraussetzung; Behauptung; Satz, Umkehrsatz; Kontraposition, notwendige
und hinreichende Bedingung

- Direkter und indirekter Beweis

- Vollstandige Induktion
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2. Prﬁzcssbczmgcnc Kﬂmpctcnzcn

2.1 Argumcnticrcn und Beweisen

Die Schilerinnen und Schiler entwickeln Fragestellungen, duliern begriindet Vermutungen und

entwickeln und Uberprifen mathematische Argumentationen. Sie beschreiben und begrinden
Losungswege. Dabei nutzen sie einfache Plausibilitatsbetrachtungen, inhaltlich-anschauliche

Begrindungen und Beweise.

Fragen stellen und Vermutungen begrindet aulZern

1. in mathematischen Zusammenhangen Vermutungen entwickeln und als mathematische
Aussage formulieren

2. eine Vermutung anhand von Beispielen auf ihre Plausibilitat prufen oder anhand eines
Gegenbeispiels widerlegen

3. der Entwicklung und Prafung von Vermutungen Hilfsmittel verwenden
(zum Beispiel Taschenrechner, Computerprogramme)
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mathematische Argumentationsstrukturen nutzen

4. in einer mathematischen Aussage zwischen Voraussetzung und Behauptung unterscheiden

5. eine mathematische Aussage in einer standardisierten Form (zum Beispiel Wenn-Dann)
formulieren

6. zu einem Satz die Umkehrung bilden

zwischen Satz und Kehrsatz unterscheiden und den Unterschied an Beispielen erklaren

mathematische Argumentationen (wie Erlauterungen, Begrnindungen, Beweise)
nachvollziehen und entwickeln

8. mathematische Verfahren und ihre Vorgehensweisen erlautern und begriunden

9. beim Erlautern und Begrunden unterschiedliche Darstellungsformen verwenden
(verbal, zeichnerisch, tabellarisch, formalisiert)

10. Beweise nachvollziehen und wiedergeben

11. bei mathematischen Beweisen die Argumentation auf die zugrunde liegende Begrundungs-
basis zurickfiithren

12. ausgehend von einer Begrundungsbasis durch zulassige Schlussfolgerungen eine
mehrschrittige Argumentationskette aufbauen

13. Aussagen auf ihren Wahrheitsgehalt prifen und Beweise fihren

14. Beziehungen zwischen mathematischen Satzen aufzeigen
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Bildungsplan IMP - Aussagenlogik und Graphen
Klasse 10

Die Schilerinnen und Schiler konnen

(1) Umkehrung und Kontraposition einer Subjunktion angeben und vergleichen

(2) die Aqui ner Subjunktion zu ihrer Kontraposition mithilfe einer Wahrheitstabelle
begru und mit ihrer Hilfe das Prinzip des Beweisverfahrens durch Kontraposition erlautern
(zum Beispiel anhand der Umkehrung des Satzes des Thales)

(3) logische Verkniipfungen verwenden, um (mathematische) Aussagen zu beschreiben

(5) die De Morgan’'schen Regeln mithilfe von Wahrheitstafeln begriinden und auf Alltags-
situationen anwenden

2.21 Argumentieren und Beweisen 4, 5, 6, 7, 13
2.22 Probleme |6sen 7
MB Informationstechnische Grundlagen
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Struktur eines Beweises

1. Voraussetzung
2. Behauptung
3. Bewels
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direkte Bewelise

>

>
>
>

direkter Bewels
Gegenbeispiel

Wahrheitswerttabelle
vollstandige Induktion

iIndirekte Bewelse
» Kontraposition

» Widerspruchsbeweis

MMMMM
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vollstandige Fallunterscheidung
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Satz: A—> B

Kehrsatz: Kontraposition:
B—o>A —B —> —A
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Vollstandige Induktion

1) Induktionsanfang
2) Induktionsschritt
3) Induktionsschluss
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Vollstandige Induktion

» Summenformeln

» Tellbarkeit

» Ungleichungen

» hohere Ableitungen

» geometrische Beispiele
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Welche Beweismethoden ,,kennen* die SuS?

» direkter Bewelis (Geometrie KI.7/8)
» Gegenbeispiel (Teilbarkeit KI.5/6)
» Fallunterscheidung (Geometrie KI.7/8)

> Widerspruchsbeweis (V2 ist irrational)
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Mogliche Reihenfolge und Schwerpunkte

1) direkter Bewels

2) Beweis durch Gegenbeispiel

3) Bewels durch Kontraposition

4) Widerspruchsbeweis

5) vollstandige Fallunterscheidung
6) vollstandige Induktion
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Moglicher Unterrichtsgang (18 Stunden)

Beweisstruktur, direkter Beweis, Gegenbeispiel 3 h

Kontraposition und Kehrsatz 3h
Beweis durch Widerspruch 3h
vollstandige Fallunterscheidung 3h
vollstandige Induktion 6 h
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Beispiele: direkte Bewelise

» Satz des Thales
Winkelsumme im Viereck
Satz vom Umkreis

Das Quadrat einer ungeraden Zahl ist ungerade

VvV V V V

Wenn n durch 6 teilbar ist, dann ist n durch 3
tellbar
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Beispiele: Beweis durch Gegenbeispiel

» Jede naturliche Zahl n > 2 hat eine gerade
Anzahl von Tellern

» Wenn P ein Extrempunkt ist, dann hat der
Graph in P eine waagrechte Tangente

> N2+ n+41.istfar alle natturlichen Zahlen n
eine Primzahl
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Beispiele: Beweis durch Kontraposition

» Ist das Quadrat einer naturlichen Zahl n durch 3
teillbar, dann ist auch n durch 3 teilbar

> Das arithmetische Mittel zweier verschiedener
naturlicher Zahlen ist grof3er als deren geo-
metrisches Mittel

» Kehrsatz des Stufenwinkelsatzes
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Beispiele: Beweis durch Widerspruch

> /2 istirrational

» Es gibt genau einen Primzahldrilling, namlich
3,5, 7

» Es gibt unendlich viele Primzahlen
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Beispiele: vollstandige Fallunterscheidung

» Der Satz vom Umfangswinkel

» Fur zwel beliebige reelle Zahlen x und y qilt
X=y| <X +1yl
» Wahlt man funf beliebige naturliche Zahlen aus,

so kann man unter diesen immer drei finden,
deren Summe durch 3 teilbar ist
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Beispiele: vollstandige Induktion

» Summenformel: 1+3 +5 +...+(2n—-1) = n?

» Teilbarkelit: 4 ist ein Teiler von 5"-1

» Ungleichungen: Firn>4qgilt3n + 1 < 2"

> Ableitungen: f(x) = x-e% — f(N(x) = 2"-1.(n+2x)-e3x
>

Geometrie: Man kann mit Zirkel und Lineal immer
ein Quadrat konstruieren, dessen Flacheninhalt
genauso grol3 ist, wie die Summe der Flacheninhalte
von n (n > 2) gegebenen Quadraten
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Typische Schwierigkeiten flr die SuS

Voraussetzung und Behauptung

Unterschied: Kehrsatz — Kontraposition
Unterschied: Kontraposition — Widerspruchsbewels
Verneinung bei Kontraposition (de Morgan)

Algebraische Umformungen (vollstandige Induktion)

vV V VYV VY Y VY

Abschéatzungen (vollstandige Induktion: Ungleichung)
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Fazit

» gute Moglichkeiten ,nebenbei” etwas einzufuhren
(Schreibweisen: Summe; (un)gerade Zahl; Modulo...)

» gute Moglichkeit Fehlvorstellungen aus dem Mathe-
matikunterricht zu korrigieren (Extremwerte ...)

A\

gutes Training fur algebraische Umformungen

» Kontraposition und vollstandige Induktion sind wichtig
far die Zertifikatsklausur

» zukunftig wegen IMP moglicherweise Kontraposition
binnendifferenziert unterrichten
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