Problemstellung

In einem heilken Sommer moéchte ein Eisproduzent in einer Stadt eine perfekte Versorgung der

Stadtplan (eigenes Werk)

Bevolkerung mit Eis sicherstellen (natirlich, um mdglichst viel zu verdienen) und stellt dazu
Eisstdnde auf. Kein Burger und keine Burgerin der Stadt soll zu weit laufen missen. Daher

muss an jeder StralRenecke entweder ein Eisstand stehen oder an mindestens einer der
benachbarten Strallenkreuzungen ein Eisstand zu finden sein.

Aufgabe:

1. Finde fiir die oben abgebildete Stadt geeignete Standorte fiir die Eisstédnde, so dass
mdéglichst wenige Eisstédnde benétigt werden, da das der Firma Kosten spart.

Anmerkung: Auch die Stral3e um alle Hauser aul3en herum z&hlt als StralBe und damit die
&dulBeren Ecken als Kreuzungen.

Viele Antworten sind méglich. z.B. mit 9 Eisstédnden. (9 Eissténde ist auch die optimale
Lésung. Davon gibt es 34 Varianten.) Das ist von Hand aber nicht zu ermitteln.
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Modellierung
Die Ausgangssituation soll nun als Graph modelliert werden.

Modellierung I
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Knoten: I

‘Die Knoten reprasentieren die Kreuzungen.

Kanten: I

Zwei Knoten sind durch Kanten verbunden, wenn eine Stral3e zwischen den Kreuzungen
existiert.

Dominierende Menge

Gegeben ist ein Graph.

Gesucht ist eine Teilmenge der Knoten (= dominierende Menge), so dass jeder Knoten,
der nicht in der dominierende Menge ist, mindestens einen Nachbarknoten aus der
dominierenden Menge hat.

Existenz:
Gibt es eine dominierende Menge mit weniger als k Knoten?

Optimale Lésung:
Finde eine dominierende Menge mit moglichst wenigen Knoten.
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Weiterfiihrende Fragen

Ihr habt sicher eine Lésung gefunden, die die Abdeckung der Stadt mit Eisstdnden sicherstellt.
Aber ist das die beste Losung? Vielleicht geht es ja mit weniger Eisstanden. Es ist kein cleverer
Algorithmus bekannt, der gezielt die richtigen Knoten auswahlt. Man musste daher alle mog-
lichen Teilmengen der Knoten daraufhin testen, ob sie eine Uberdeckende Menge darstellen,
und unter den iberdeckenden Mengen die mit der geringsten Anzahl an Knoten auswahlen.’

Aufgaben

2. Berechne, wie viele mégliche Teilmengen der Knoten es beim Einstiegsbeispiel gibt.
Beachte, dass jeder Knoten zur Teilmenge dazugehdéren kann oder auch nicht. Wie
&ndert sich die Anzahl der Méglichkeiten, wenn ein Knoten hinzukommt?

Es sind 32 Knoten und 2 Méglichkeiten pro Knoten:
Daher sind es 2*? = 4,3 Mrd. Méglichkeiten insgesamt.
Jeder zusétzliche Knoten verdoppelt die Anzahl der Mdglichkeiten.

3. Fiihre im Simulationsmodus des Programms Graphentester den Algorithmus
"Dominierende Menge (Vollstdndig)" bei den Graphen "graph_knotenX.csv" (X=5-10) aus
und bestimme den Zeitbedarf. Stelle dabei die Geschwindigkeit so ein, dass beim
Graphen mit 5 Knoten ca. 3 Sek. bendétigt werden.

Untersuche, wie sich der Zeitbedarf durch einen zusétzlichen Knoten verdndert.

Durch jeden zusétzlichen Knoten verdoppelt sich der Zeitbedarf ungeféhr.

4. Stelle auf maximale Geschwindigkeit um und fiihre den Algorithmus beim Graph mit 10
Knoten erneut aus. Sage den Zeitbedarf flr den Graphen mit 15 Knoten vorher. Uber-
priife deine Vorhersage. Berechne, wie lange es fiir das Einstiegsbeispiel dauern wiirde.

Die Zeiten verdoppeln sich bei jedem zusétzlichen Knoten. Daher muss sich der
Zeitbedarf von Graph10 zu Graph15 verzweiundreilligfachen. Das Einstiegsbeispiel
wiirde nochmal um den Faktor 2'° = 32768 langsamer werden und damit mehrere
Wochen bendtigen.

Naherungslosung

Wenn es zu lange dauert, die beste Losung zu finden, ist man manchmal auch mit einer guten
Lésung zufrieden: Ein oder zwei Eisstdnde mehr als bei der optimalen Lésung sind in einer
Stadt kein Problem.

5. Beschreibe, wie du vorgegangen bist, um deine Lésung im Einstiegsbeispiel zu finden.
Individuelle Lésung.

Die Greedy-Strategie (gieriger Algorithmus) ist ein Ansatz, um Naherungslésungen zu
bestimmen. Sie zeichnen sich dadurch aus, dass sie schrittweise die Moglichkeit auswahlen, die
zum Zeitpunkt der Wahl den gréf3ten Gewinn bzw. das beste Ergebnis verspricht.

Beim Problem der dominierenden Menge fiigt man schrittweise der gesuchten Teilmenge
Knoten hinzu, bis sie eine Uberdeckende Teilmenge darstellt. Hat man einen Knoten einmal
hinzugefigt, nimmt man diese Entscheidung nicht mehr zurlick, auch wenn die Entscheidung
nicht optimal war.

6. Analysiere, welcher Knoten als nachstes hinzugefligt werden sollte. Notiere zunédchst
deine Uberlegungen und kontrolliere die Ergebnisse dann mit dem Graphentester
"Dominierende Menge (Greedy (a-i))" anhand der Graphen "graph_domknotenXX". Dort
sind die dominierenden Knoten der optimalen Lésung mit einem Stern (*) markiert. Du
kannst also untersuchen, wie gut eine Strategie funktioniert:

a) der Knoten mit den meisten Nachbarknoten.

b) der Knoten mit den wenigsten Nachbarknoten.

¢) der Knoten, der die meisten Knoten neu (iberdeckt.
d) der Knoten der die wenigsten Knoten neu liberdeckt.

1 Eine kleine Verbesserung erhalt man, wenn man wahrend des Testens weiterer Teilmenge, die Anzahl der Knoten
der bisher besten Losung beachtet. Eine grundlegende Verbesserung bringt das aber nicht.
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e) ein Knoten, der von einem schon ausgewéhlten Knoten die Entfernung 3 hat.

f) ein noch nicht (iberdeckter Kn. mit Entfernung 2 von einem schon ausgewéhlten Kn.
g) ein noch nicht lberdeckter Kn. mit Entfernung 3 von einem schon ausgewéhlten Kn.
h) der noch nicht (iberdeckte Knoten, der von méglichst vielen schon ausgewéhlten
Knoten die Entfernung 3 hat.

i) der noch nicht (iberdeckte Knoten mit der gré3ten Entfernung von allen schon
ausgewéhlten Knoten.

7. Wende die erfolgversprechenden Strategien auf das Einstiegsbeispiel an.
‘Je nach Durchgang kénnen unterschiedliche Ergebnisse herauskommen.

8. Begriinde, warum die Ndherungslésungen viel schneller als die optimale Lésung
gefunden werden.

Die Greedy-N&herungslésung baut darauf auf, dass in jedem Schritt ein neuer Knoten
zur ausgewdéhlten Menge hinzugefigt wird. Nach n Knoten (wenn der Graph n Knoten
besitzt) ist man auf jeden Fall durch. Da die Laufzeit zur Bestimmung des "besten”
Knoten bei allen Strategien in polynomieller Zeit méglich ist, hat man einen Algorithmus
mit polynomieller Laufzeit gefunden, der erheblich schneller ist als ein Algorithmus mit
exponentieller Laufzeit.

AulRerdem wird die liberdeckende Menge meist nicht erst nach n hinzugefiligten Knoten
gefunden und daher die Abarbeitung dann vorzeitig beendet. Dies sorgt fiir eine
Beschleunigung, dndert aber die Gré8enordnung der Laufzeit nicht.
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Pseudocode des Greedy-Algorithmus zur Bestimmung der
dominierenden Menge
Sei K die Menge alle Knoten und M die Menge der ausgewahlten Knoten.

Solange es noch nicht iberdeckte Knoten gibt, wiederhole
Bestimme den besten neu hinzuzufliigenden Knoten (je nach Strategie)
Fiige den besten Knoten M hinzu
Kennzeichne alle seine Nachbarknoten als tberdeckt

Ende Wiederhole

Eine mdgliche Strategie fiir "Bestimme den Besten"
Wiederhole fiir jeden Knoten, der nicht in M liegt
Bestimme die Anzahl der noch nicht tberdeckten Nachbarknoten
Falls der Knoten selbst noch nicht iiberdeckt ist,
addiere 1 zur Anzahl
Ende Wiederhole
Nimm den Knoten mit der héchsten Anzahl
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Quelltext des Greedy-Algorithmus zur Bestimmung der
dominierenden Menge

if (g.getAnzahlKnoten ()==0) {
return;

}

List<Knoten> knoten;

List<Knoten> nachbarn;

knoten = g.getAlleKnoten();

while (knoten.size () > 0) {

Knoten bester = bestimmeBesten() ;

bester.setMarkiert (true) ;

bester.setBesucht (false) ;

nachbarn = g.getNachbarknoten (bester,

kn->!kn.isMarkiert () && !kn.isBesucht());
for (Knoten k : nachbarn) {
k.setBesucht (true) ;

}

knoten = g.getAlleKnoten (kn->!kn.isMarkiert () && '!'kn.isBesucht()):;
}// end of while

// Bestimme Besten z.B. mit:

private Knoten bestimmeBesten () {
List<Knoten> knoten = g.getAlleKnoten (k->'k.isMarkiert()):;
for (Knoten k : knoten) {

List<Knoten> nachbarn = g.getNachbarknoten (k,
kn -> l!kn.isMarkiert () && !kn.isBesucht()):;
k.setWert (nachbarn.size()) ;
if (!'k.isMarkiert () && !k.isBesucht()) {
k.setWert (k.getIntWert ()+1);

}
}
knoten.sort (Comparator.comparing (Knoten: :getIntWert) .reversed())
Knoten bester = knoten.get(0);
return bester;
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