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Das Modell

Haufig modellieren wir die Realitdt, welche ein zeitkontinuierliches System darstellt, durch ein
zeitdiskretes (mathematisches) Modell. Alle Begriffe und die Vorgehensweise werden im Folgenden am
Beispiel der Abkuhlung von heilem Wasser in einem Glas erklart

Das Wasser kiihlt laufend ab. Wir kdnnten zu jedem beliebigen Zeitpunkt die Temperatur messen. Das reale
System ist zeitkontinuierlich. (s. Abb. 1).

Da wir, ausgehend von einer Ausgangssituation und den physikalischen Zusammenhangen
(Wassertemperatur, AuRentemperatur, Warmeleitfahigkeit, ...), eine zukunftige Entwicklung berechnen
wollen gehen wir iterativ vor, d.h. wir wiederholen die gleiche Rechnung immer wieder und kommen so auf
neue, berechnete Zeitpunkte mit Temperaturen. Wir wollen das reale System also nur zu bestimmten
Zeitpunkten durch das Modell annahern, das Modell ist zeitdiskret. (s. Abb. 2)

Die iterative Vorgehensweise funktioniert wie folgt:

Fur die Modellierung vereinfachen wir die Zusammenhange und betrachten punktuell die Temperatur zu
Beginn einer kurzen Zeitspanne. Man vereinfacht die Realitat, indem man so macht, als ob sich die
Temperatur in dieser kurzen Zeitspanne nicht verandern wiirde. Somit bleibt auch die Temperaturdifferenz
zur Umgebung eine kurze Zeitspanne konstant. Mit diesen konstanten Werten berechnet man die
Temperaturabnahme wahrend dieser kurzen Zeitspanne und hiermit wiederum die Temperatur des Systems
am Ende dieser Zeitspanne.
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Abb 1: Zeitkontinuierliche Realitat Abb. 2: Zeitdiskrete Modellierung

Die vom Programm durchgefiihrte iterative Berechnung nennt man Simulation. Sie geht von bestimmten
angenommenen GrofRen aus (Parametern), wie z.B. der Umgebungstemperatur oder dem Prozentsatz der
Abklhlung und erzeugt so (simulierte) Daten. Diese Daten sind in Abb. 2 dargestellt.
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Darstellung der iterativen Umsetzung

Die vom Modell berticksichtigten Zusammenhange lassen sich in einem Flussdiagramm darstellen.

Die Darstellung als Flussdiagramm ist nicht einheitlich. Jedes grafische Modellbildungsprogramm verwendet
eine eigene Darstellung und eigene Begriffe. Unterschiedliche Begriffe werden im Folgenden mit einem
Schragstrich ,/“ voneinander getrennt.

In Abb. 3 sieht man das Flussdiagramm zu einem Zeitpunkt.

Unterschieden werden e N

» ZustandsgroBen / BestandsgroBen (z.B. v
Temperatur, Geschwindigkeit, Ort, Masse, ... ). &Z”SESE?JFS&

* Anderungsraten / Fliisse , d.h. zeitliche Anderung Energieabgabe
von Zustandsgréfen,

* Parameter und |

« Konstanten.

A
Temperatur-
gnderung

Die Zustandsgrofien / Bestandsgrofien werden in dieser
Darstellung als Rechteck und die zugehdrige
Anderungsrate als Dreieck dargestellt. Die Richtung des
Dreiecks kann Zufluss und Abfluss anzeigen. In unserem Abb 3: Modell eines Zeitpunkts
Beispiel nimmt die Temperatur ab, die Anderungsrate / der

Fluss zeigt von der ZustandsgrofRe / BestandsgroRe Temperatur weg. In diesem Flussdiagramm sind
sowohl die Parameter als auch die Konstanten als Kreise dargestellt.
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Ob eine GréRe eine Zustandsgréie oder eine Anderungsrate ist, hAngt vom Zusammenhang ab. So kann
die Geschwindigkeit sowohl als ZustandsgréRe mit der Anderungsrate ,Beschleunigung® als auch die
Anderungsrate der Zustandsgroe ,Ort“ sein. Bei der Modellierung einer beschleunigten Bewegung ist die
Geschwindigkeit in einem Modell sowohl ZustandsgroRe als auch Anderungsrate.

Fir die Umsetzung in einer
Tabellenkalkulation wird oft statt der
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Hier ist das grau eingefarbte Rechteck
zusatzlich eingezeichnet. Dieses gehort

bereits zum nachsten Zeitpunkt. Der \ /“\
. . L . . u:
gestrichelte Pfeil symbolisiert die LN Umgebungg
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Verbindung zur ZustandsgréfRe des temperatur /
nachsten Zeitschritts.
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Diese Darstellung ist zwar hilfreich fiir die Abb. 4: Flussdiagramm eines Zeitabschnitts

Umsetzung in der Tabellenkalkulation, ist aber dennoch problematisch:

* Dies ist eine Dopplung der Zustandsgrof3e, da Tn der vorherigen lteration der gleiche Moment ist wie
das Tv des nachsten Zeitpunkts. Die Modelldarstellung zeigt nun nicht mehr nur einen diskreten
Zeitpunkt, sondern umfasst Anfang und Ende des Zeitintervalls.

+ Die Symbolik: Dreieck zeigt weg von der ZustandsgréRe bedeutet negative Anderungsrate / negativer
Fluss bzw. Abfluss ist hier nicht konsistent, da das Dreieck auf Tn zeigt.
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Implementierung des Modells

Die Implementierung des Modells kann in einer Tabellenkalkulation oder in einem
(Modellbildungs-)Programm per Code erfolgen:

Tabellenkalkulation per Code

L _ DRG] Sens e E + Anderung = (Temperatur — Umgebungstemperatur)
1 |s ° *
2 tins Tin°C | Anderung Prozent
3 0 508 A3 B3 (E3 - Umgebungstemperatur) Prozent . Temperatur neu = Temperatur _ Anderung
4 10 504 D3+60 E3-F3 (E4 - Umgebungstemperatur) Prozent -
5 20 59 D4 +60 E4-F4 (ES - Umgebungstemperatur) Prozent
6 30 58.6 D5+60 ES-F5 (E6 - Umgebungstemperatur) Prozent
T 40 58.1 D6+60 EB-F6 (EV - Umgebungstemperatur) Prozent

Beurteilung des Modells

~ Grafik X | ~ Tabelle
O ac~ LIF KIEEEOv B~
“Temperatur in°C A | B | C | D | E
1 Messung Simulation
2 |s °C tins Tin°C
3 0 598 0 598
4 10 594 10 594
5] 20 59 20 59.01
6 30 58.6 30 5863
7 40 58.1 40 5824
8 50 578 50 5786
9 60 574 60 5749
Umgebungstemperatur = 23 .5 10 70 a7 70 5712
10 * 11 80 56.6 80 56.75
Prozent = 0.01 12 90 56.3 90 56.39
35 ® 13 100 559 100 56.03

Die berechneten Daten der Simulation werden dann mit der Realitat bzw. Messung verglichen.

Passen Simulation und Messung gut zusammen, so ist das Modell mit den Modellannahmen brauchbar.
Ob das Modell ,stimmt“ oder auch nur wichtige Strukturen des realen Systems zutreffend berlcksichtigt,
kann aus der guten Ubereinstimmung allein jedoch noch nicht beurteilt werden; das wére ein fehlerhafter
Umkehrschluss.

Stimmen Simulation und Messung, nicht tberein, so miussen die Annahmen verandert werden:
* Zunachst versucht man das Uber die Parameter innerhalb des Modells. Klappt dies nicht
* muss man das Modell anpassen oder verfeinern, indem man mehr Abhangigkeiten bericksichtigt.

Ist eine Passung immer noch nicht vorhanden, muss man das Modell verwerfen.
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Bestimmung der Passung von Messung und Modell -

Ein einfacher Schritt die Passung von Daten und Messungen zu beurteilen gelingt schon uber die
Residuen: Man bildet zu jedem betrachteten Zeitpunkt die Differenz von simuliertem zu gemessenem Wert
z.B. in einer zusatzlichen Spalte der Tabellenkalkulation.

Sieht man sich nun diese Residuen als Diagramm (Uber der Zeit) an, so bekommt man einen guten
Eindruck:

» Streuen die Residuen statistisch ohne jegliche Struktur um Null, dann ist die Simulation ,gut
passend®.

« Sieht man dagegen in den Residuen, dass noch eine bestimmte Struktur ,ubrig bleibt®, also eine
lineare Tendenz, eine Krimmung, eine Periodizitat, Korrelationen zwischen Nachbarwerten 0.3., dann
beschreibt das Modell bestimmte Charakteristika des realen Systems noch nicht.

Man muss nun entscheiden, ob die nicht optimale Passung wesentlich oder unwesentlich fir die
Fragestellung ist.
Ist die Abweichung beziglich der Fragestellung wichtig, muss man das Modell anpassen.

" Residuen der Modellfunktion

" Ausschnitt verindern

120 J Residuen anzeigen
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Erinnern wir uns an den Versuch 4 beim Thema cgp in Klasse 9.

Hier haben wir einen Tischtennisball aus verschieden Héhen fallen lassen und haben die Sprunghéhe nach
einmaligem Aufspringen gemessen. Die Messungen sieht man links und ebenso zwei mdgliche Schaubilder
von Funktionen, welche den Verlauf anndhern.

Wie gut die Funktionen den Punktverlauf ndhern sieht man
rechts an den Residuen. Hier ist die Modellfunktion die sso”
horizontale Achse.

5 Ausschnitt verandern

¢« Man erkennt bei der blauen Funktion, dass die aad () Residuen anzsigen
Punkte an den Randern unterhalb und in der Mitte =~ «
oberhalb liegen. Die Passung ist also nicht gut, es
Iasst sich ein prinzipieller Fehler vermuten.

350

¢ Bei der braunen Funktion streuen die Punkte um die =
horizontale Achse. Die Passung ist besser.

200

Betrachtet man die Schaubilder auf einem weiteren Bereich, *
und denkt an den Versuch, so wird einem klar, dass die 100
braune Funktion den Verlauf besser nahert, da der

Tischtennisball beim Fall in Luft eine Grenzgeschwindigkeit
erreicht und die Sprunghéhe somit ebenfalls. ° omome e Ee e e
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