HOLLKUuRVEN, LEITKREISE, REFLEXION A
)

1. Hiillkurven

a) Offne eine leere GeoGebra-Datei, blende das Koordinaten-
system und -gitter aus und gib folgende Befehle ein oder
fihre sie "mit der Maus" direkt aus:

1) M=(0,0) Mittelpunkt M des Leitkreises
2) k=Kreis(M,4) Kreis um M mit Radius 4 LE
3) Q=Punkt(k) Punkt Q auf Leitkreis k wéhlen
4) B=(3,0) Brennpunkt B im Kreis wéhlen
5) m=Mittelsenkrechte(Q,B) Mittelsenkrechte zu BQ

6) SetzeSpur(m,true) Spur anschalten

7) StartAnimation(Q) Q auf Kreis wandern lassen

Mit der Tastenkombination "Strg+F" kannst du stérende
Spuren Iéschen!

b) Variiere den Radius des Kreises und die Lage des zweiten
Brennpunktes B im Kreis.

c¢) Ziehe den zweiten Brennpunkt B aul3erhalb des Kreises und starte die Animation neu.
Die (iberraschenden Beobachtungen werden in der folgenden Aufgabe néher untersucht.

2. Leitkreis-Konstruktionen
Die Hiillkurven aus Nr. 1 basieren auf der Leitkreis-Konstruktion von Ellipse und Hyperbel:
a) Wiederhole zunéchst die Schritte von oben und gib danach folgende Befehle ein:

... Schritte 1-4 wie in Nr. 1 Ausgangssituation herstellen

5) s=Gerade(M,Q) Leitstrahl s von M durch Q

6) Strecke(B,Q) BQ nur zur Veranschaulichung

7) m=Mittelsenkrechte(B,Q)  Mittelsenkrechte zu BQ

8) P=Schneide(m,s) Kurvenpunkt P des Kegelschnitts

8) SetzeFarbe(P,"Rot") P rot férben und verkleineren,
SetzePunktgroflZe(P,3) damit die Spur ddnner wird

9) SetzeSpur(Ptrue) Spur von P anschalten

10) StartAnimation(Q) Q auf Leitkreis k wandern lassen

Wahlweise kann man Q mit der Maus bewegen, falls die Animation zu schnell ablauft.
Variiere die Lage des zweiten Brennpunkts B inner- und au3erhalb des Kreises.

b) Ergénze folgende Ortslinien-Definition:
Alle Punkte, die von einem Kreis und einem Punkt B innerhalb (aul3erhalb) des Kreises
den gleichen Abstand haben, bilden eine ( ).

c) Konstante Abstandssumme
Zeichne die Strecken PM und PB ein und féarbe sie rot wie im Bild.

Begriinde, dass PM+PB=MQ=konst. gilt, dass also fir jeden Punkt P einer
Ellipse die Summe der Abstédnde zu den Brennpunkten gleich grof3 ist.

d) Konstante Abstandsdifferenz
Begriinde mit nebenstehender Abbildung, dass bei einer Hyperbel

PM-PB=MQ=konst. gilt, dass also fir jeden Hyperbelpunkt P
die Differenz der Absténde zu den Brennpunkten gleich grof3 ist.

e) Formuliere eine weitere, zu c¢) und d) passende Ortslinien-Defintion flir
Ellipse und Hyperbel (vgl. b)-Teil).
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3. Reflektierte Strahlen (Partnerarbeit)

Zunéchst gehen wir davon aus, dass sich in einem Brennpunkt B eines Kegelschnittes* eine
Lichtquelle befindet. Der Weg der Lichtstrahlen soll nun bei den drei nicht-zerfallenden
Kegelschnitten néher untersucht werden.

Ellipse Parabel Hyperbel

LS
.

e a

a) Der Punkt Q wandert bei Ellipse und Hyperbel auf ihrem Leitkreis, bei der Parabel auf ihrer
Leitgerade: Begriindet die Symmetrie des geférbten Dreiecks bei Ellipse und Hyperbel
mit der Leitkreis- und bei der Parabel mit der Leitgeradendefinition.

b) Die Mittelsenkrechte der Strecke BQ ist Tangente an den Kegelschnitt. Die Gerade, die
senkrecht zur Tangente durch P verlauft, wird als Kurvennormale n ("Lot") bezeichnet.
Begrtindet, dass n den Winkel der Strahlen beim Punkt P halbiert.

c¢) Die von B ausgehenden Lichtstrahlen werden im Punkt P nach dem Reflexionsgesetz
(a=p) reflektiert. Beschreibt mit dem Ergebnis aus Aufgabenteil b), wie der weitere Weg
des reflektierten Strahls bei Ellipse, Parabel und Hyperbel verlauft.

d) Der Lichtweg ist umkehrbar. Welche Reflexionseigenschaften ergeben sich daraus?

4. Fliistergewélbe
L&sst man eine Ellipse um eine ihrer Symmetrie-
achsen rotieren, so entsteht ein rdumliches Ellipsoid. iy, ===
Eine Anwendung der Reflexionseigenschaften von Wi ——————— AN
Ellipse bzw. Ellipsoid findet man bei Fliistergewélben, ' H ‘
in denen man sich lber grof3e Entfernungen fliisternd
unterhalten kann, wie es im Bild angedeutet ist.?

e

a) Erklare das Funktionsprinzip eines Flistergewdlbes.

b) Simuliere den Strahlengang mit GeoGebra, beginne mit der Mittelpunktsgleichung:
1) elli:xN2/an2+yN2/b"2=1 eingeben, Schieberegler bestétigen, z.B. a=3, b=2 wéhlen
2) Brennpunkt(elli) liefert die beiden Brennpunkte A und B der Ellipse "elli"
3) Variablen Punkt P auf der Ellipse wéhlen, z.B. durch Eingabe von P=Punkt(elli)
4) s=Strahl(P,B) zeichnet den Strahl s, der durch B verlauft und in P auf die Ellipse trifft
5) t=tangente(elli,P) und n=senkrechte(Pt) liefern Tangente und Normale in P.
5) s'=Spiegle(s,n) spiegelt den ankommenden Lichtstrahl s am Einfallslot n.
6) Féarbe ankommenden Strahl s und reflektierten Strahl s', z.B. orange.
7) Schalte die Spur von s und s‘ ein und ziehe an P, notiere deine Beobachtungen.
Mit der Tastenkombination "Strg+F" kannst du stérende Spuren léschen.

1 Ellipse und Hyperbel sind bifokale Kegelschnitte, da sie zwei Brennpukte besitzen. Eine Parabel besitzt
nur einen Brennpunkt im Endlichen, ihr zweiter Brennpunkt ist als Fernpunkt ins Unendliche gewandert.
2 Bild gemeinfrei, aus: Kircher, Athanasius (1602-1680): "Musurgia universalis", ETH-Bibliothek Zirich, Rar

610, persistenter Link: https://doi.org/10.3931/e-rara-11653.
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Lésungshinweise

1. Hiilllkurven

a)+b) individuelle Umsetzung, der zweite Brennpunkt (hier B) einer Ellipse kommt ins Spiel und
durch Variation des Kreisradius und der Lage von B entstehen tberraschende Hullkurven.
Sicherlich tauchen auch erste Fragen auf, die zu weiteren Nachforschungen anregen.

c) Zieht man beispielsweise an B, so entdeckt man, dass beim Ubergang von B uiber die
Leitkreislinie aus der Ellipse plotzlich eine Hyperbel wird. Dies mag zunachst tberraschen,
offenbart aber die enge Verwandtschaft der Kurven, was in Aufgabe 5 vertieft wird.

2. Leitkreis-Konstruktionen

a) individuelle Umsetzung, Auf Basis der Leitkreis-Konstruktion kénnen Ellipsen- und
Hyperbelbahnen beobachtet werden.

Wenn B im Innern des Kreises liegt, so entstehen aQ

immer Ellipsen. Je naher die Brennpunkte dabei ‘A ‘ Q
zusammenliegen, desto kreisahnlicher ist die Ellipse " 3\
(bzw. desto groRer ist ihre Sperrung). Wenn der @ "@

zweite Brennpunkt dagegen nahe an der Kreislinie

liegt, erhalt man flache Ellipsen, deren Achsenléangen

stark voneinander abweichen (mit kleiner Sperrung).

Wenn B aulRerhalb des Kreises liegt,
erhalt man immer Hyperbeln. Je weiter
die Brennpunkte auseinander liegen,
desto groRer ist die Sperrung der
Hyperbeln, desto grof3er ist also ihre
Offnungsweite. Bewegt man Q "von
Hand" auf dem Kreis, so stellt man fest,
dass P auf einem Ast der Hyperbel nach auRen wandern und auf

dem anderen wieder hereinkommen kann. Dieser Durchgang durch das Unendliche ereignet
sich, wenn der Leitstrahl MQ senkrecht zur Strecke QB steht (linkes Bild). In dieser Grenzlage
verlauft die Tangente (Mittelsenkrechte der Strecke QB) parallel zum Leitstrahl und wird so zur
Asymptote (Gerade, an die sich die Hyperbelaste auf dem Weg ins Unendliche anschmiegen).
Wie man beobachten kann, findet dieser Grenzlbergang auf einer Kreisrunde von Q zweimal
statt, daher hat jede Hyperbel zwei (sich kreuzende) Asymptoten.

b) Leitkreis-Definition von Ellipse und Hyperbel:
Alle Punkte, die von einem Kreis und einem Punkt B innerhalb (au8erhalb) des Kreises den
gleichen Abstand haben, bilden eine Ellipse (Hyperbel).

c) Konstante Abstandssumme einer Ellipse
Jeder Punkt P der Ellipse liegt auf dem Leitkreisradius MQ, daher gilt:

PM+PQ=MQ=konstant (1).

AuRerdem liegt P auf der Mittelsenkrechte von QB (der Ellipsentangente
in P). Daher ist das Dreieck QPB gleichschenklig und die Schenkel PQ
und PB sind aus Symmetriegriinden gleichlang, es gilt PQ=PF (2).

Aus (1) und (2) folgt PM+PB=MQ=konst.

Die Abstandssumme eines Ellipsenpunktes zu den Brennpunkten ist konstant. Sie entspricht
einerseits dem Leitkreisradius MQ und andererseits dem Abstand der Hauptscheitel 2a.
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d) Konstante Abstandsdifferenz einer Hyperbel

Jeder Punkt P einer Hyperbel liegt auf dem Leitstrahl MQ entweder
i) aulBerhalb des Leitkreises (oberes Bild) oder
i) innerhalb des Leitkreises (unteres Bild).

Furi) git PM-PQ=MQ=konstant,

fur i) gilt PQ-PM=MQ=konstant.

Beide Falle fasst man zusammen: | PM-PQ | = MQ = konstant (1).
AuRerdem liegt P auf der Mittelsenkrechte von QB (der
Hyperbeltangente in P). Daher ist das Dreieck QBP (bzw. QPB)
gleichschenklig und die Schenkel PQ und PB sind gleichlang,

es gilt also PQ=PB (2).

Aus (1) und (2) folgt | PM-PB | = | PM-PQ | = MQ = konst.

Die Abstandsdifferenz eines Hyperbelpunktes beziglich der beiden Brennpunkte ist konstant.
Sie entspricht wie bei der einerseits dem Leitkreisradius MQ und andererseits dem Abstand
der beiden Hauptscheitel 2a.

e) Brennpunkt-Definition von Ellipse und Hyperbel:
Alle Punkte, deren Abstandsumme (Abstandsdifferenz) zu zwei festen Punkten,
den Brennpunkten, konstant ist, bilden eine Ellipse (Hyperbel).

3. Reflektierte Strahlen
Ellipse Parabel Hyperbel

LS
.

21-\_ a

v

")

a) Die Ellipse (links) ist der geometrische Ort aller Punkte, die vom Kreis mit Mittelpunkt M
und dem innerhalb des Kreises liegenden Punkt B den gleichen Abstand haben. Fir den
Ellipsenpunkt P gilt PQ=PB, das Dreieck PBQ ist daher gleichschenklig mit der Basis QB.
Die Parabel im mittleren Bild ist der geometrische Ort aller Punkte, die vom Brennpunkt B
und der Leitgerade I gleichen Abstand haben. Es gilt PQ=PB, das Dreieck PQB ist daher
gleichschenklig mit der Basis QB.
Die Hyperbel (rechts) ist der geometrische Ort aller Punkte, die vom Kreis mit Mittelpunkt
M und dem auBerhalb des Kreises liegenden Punkt B den gleichen Abstand haben. Es gilt
PQ=PB, das Dreieck PQB ist daher gleichschenklig mit der Basis QB.

b) Die Kurvennormale n verlauft jeweils orthogonal zur Tangente t, die als Mittelsenkrechte
orthogonal zur Strecke QB verlauft. Die Normale n ist daher parallel zur Strecke QB. Nach
dem Stufen- und Wechselwinkelsatz an den parallelen Geraden n und QB gilt daher a=a
(Wechselwinkel) und B=p‘ (Stufenwinkel). Da auRerdem in den gleichschenkligen
Dreiecken die Basiswinkel a‘ und p* gleich grof3 sind, folgt a=p3.

Die Kurvennormale halbiert daher den Winkel MPB bzw. BPM.
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c) Fur alle drei nicht-zerfallenden Kegelschnitte gilt, dass ein vom Brennpunkt B
ausgehender Strahl im Punkt P so reflektiert wird, dass er danach in Richtung der
Geraden MP verlauft, mit M als zweitem Brennpunkt des Kegelschnitts.

Bei der Ellipse verlauft der reflektierte Strahl durch den zweiten Brennpunkt M. Bei der
Parabel verlauft der reflektierte Strahl parallel zur Parabelachse, da sich bei ihr der zweite
Brennpunkt als Fernpunkt im Unendlichen befindet. Bei der Hyperbel verlauft der
reflektierte Strahl so weiter, als kdme er vom zweiten Brennpunkt M.

d) Fur die Ellipse gilt, dass ein von einem Brennpunkt kommender Strahl nach der Reflexion
immer durch den anderen Brennpunkt verlauft. Bei der Parabel wird ein achsenparallel
einfallender Lichtstrahl zum Brennpunkt reflektiert, ein vom Brennpunkt ausgehender
Strahl verlasst die Parabel achsenparallel. Bei der Hyperbel wird ein Strahl, der in
Richtung des weiter entfernten Brennpunkts einfallt, so reflektiert, dass er durch den naher
gelegeneren Brennpunkt verlauft.

4. Fliistergewolbe
a) Das Prinzip ist hier zur Vereinfachung nur fir den
zweidimensionalen Fall einer Ellipse visualisiert, gilt aber
fur das dreidimensionale Ellipsoid ebenso. Die Schallwellen
einer Person, die im Punkt B flustert, werden an der Ellipse
(am Ellipsoid) in jedem Punkt P so reflektiert, dass sie
anschliel3end alle im Punkt A zusammentreffen. Da die
Abstandssumme bei einer Ellipse (beim Ellipsoid) konstant
ist, legen auch alle Schallwellen den gleichen Weg zurtick
und treffen gleichzeitig im zweiten Brennpunkt ein, wodurch
man das Gesprochene gut und klar verstehen kann

b) Man sieht, dass alle von B ausgehenden Strahlen sich im Brennpunkt A biindeln oder
umgekehrt alle von A kommenden Strahlen sich in B fokussieren. Brennpunkt heif3t im
Englischen “focus”, als Symbol wird daher haufig der Buchstabe F verwendet. Der Abstand
von Brennpunkt und nachstgelegenem Hauptscheitel wird als Brennweite f bezeichnet.

Anmerkung:

Eine erweiterte Fassung findet mit dem abgebildeten QR-Code im Yo
GeoGebra-Buch zur Einheit unter https://www.geogebra.org/m/qqfbwvmr . 3 - .__F_ |
Dort wurden die Strahlen s und s mit der Ellipse geschnitten und L= h _|:|_'*'
anschliel3end ausgeblendet. Anschlielend wurden die beiden Strecken von _E'.'_nllillF:
P zu den Schnittpunkten gezeichnet, orange gefarbt und ihre Spur aktiviert. SR
Dadurch bleiben die Strahlen innerhalb der Ellipse.

Etwas komplizierter ist das Einbinden der Schaltlflachen, deren Funktionsprinzip auf der
zusatzlich eingefiihrten boolschen Variable anim beruht:

Bei der Schaltflache "Start/Stop" wird im Skript ("Bei Mausklick") eingetragen:
1) SetzeWert(anim,!anim)
2) SetzeBeschriftung(Schaltflachel,Wenn(anim,"Stop","Start"))
3) StartAnimation(P,anim)

Bei der Schaltflache "Reset" werden folgende Skripting-Befehle benétigt:

1) SetzeWert(P,(a/2,b/2*sqrt(3)))

2) Zoomin(1)
Das praktische Prinzip der wechselnden Schaltflachen basiert auf der Negation "lanim”, das
Zeichen "!" negiert den Wert von anim. Beim Reset kdnnte man P auch auf die "einfacheren”
Ellipsenpunkte (0,b) oder (a,0) setzen. ZoomIn[1] I6scht die Spuren.
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