RECHENGESETZE DER AUSSAGENLOGIK @) A=B

1. De Morgansche Regeln
a) Beweise die "Regeln von De Morgan' mithilfe der Wahrheitstafeln:

a b —-a _|b a/\b —|(a/\b) Axd —|aV—|b aVb —|(a\/b) A4 —|a/\—|b

De Morgansche Regeln: | —(a A b) —av-ab -(@vb) —anAn=b

b) Veranschauliche die
Regeln in den Venn-
Diagrammen und
erldutere die
Zusammenhénge.

2. Geschluckte Variable

Das erste Absorptionsgesetz p q p A (pvg) o p
wurde zuvor bereits bewiesen.?

Beweise hier das zweite
Absorptionsgesetz und beschreibe
den Zusammenhang mit deinen
Worten.

Ergebnis: P A (pva) p

3. Fiir jede Aussage gilt ...

a | -a ~(—a) ava ana av0 ani ava anTa
0

1

Regeln: | 7(ma)< avas aras avis anle avras anTas

Gesetz Nr.

Leite die Rechengesetze mithilfe der Wahrheitstafel her und notiere das passende Gesetz.

1 Diese Tautologien werden nach Augustus De Morgan (1806-1871) als ,De Morgansche Regeln®
bezeichnet und sind insbesondere flr die Negation zusammengesetzter Aussagen aufderst hilfreich.
2 Vgl. Arbeitsblatt aus Stunde 1: "Alte Bekannte aus der Aussagenlogik”, Aufgabe 4

© Grund (Mérz 2020) 115

IMP



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/

RECHENGESETZE DER AUSSAGENLOGIK @) A=B

Allgemeingultige Aussagen (Tautologien) werden als Rechengesetze oder -regeln bezeichnet.
Hier siehst du eine Ubersicht einiger Gesetze, die in der Aussagenlogik gelten®:

_— D I —
N uale Gesetze A

Kommutativgesetze (1) avb< bva (1) anb < bna
Assoziativgesetze (2) (avb)vc < av(bvc) (2') (anb)ac < an(bac)
Absorptionsgesetze (3) av(anb) <= a (3) an(avb)<=a
Distributivgesetze (4) av(bac) < (avb)a(ave) (4') an(bvc) < (anb)v(anc)
Komplementargesetze (5) avracs 1 (5) armra<=0
Neutralitatsgesetze 6) av0<=a (6) anle<=a
Extremalgesetze (7) avlie1 (7) arn0<0
Dualitatsgesetze 8) "1<0 8) 01
Idempotenzgesetze (9) avace=a (9) anaea
Involutionsgesetz (10) ~(ma) < a (Regel der doppelten Verneinung)

De Morgansche Gesetze (11) -—(avb) < —"aa7b (11') ~(arnb)=mavb

Mit diesen Rechengesetzen kann man "mit der Wahrheit rechnen”, indem aussagenlogische
Ausdrucke mithilfe von Aquivalenzumformungen vereinfacht werden.

Die Aussagenalgebra unterscheidet sich von der gewohnten "elementaren" Rechenalgebra, in
der die meisten der oben aufgeflihrten Gesetze nicht gelten. Es gibt aber auch Gemeinsam-
keiten. So lassen sich z.B. die die Kommutativ-, Assoziativ- und eines der Distributivgesetze
gedanklich tibertragen, wie die folgende Ubersicht zeigt:

Rechengesetze Aussagenalgebra Elementare Algebra
i XAY < YAX, X'y =yX
Kommutativitat XVY < YVX X+y = y+X
e XA(YAZ) & (XAY)AZ x-(y:z) = (xy)z
Assoziativitat XV(yVvz) < (xVy)vz x+(y+z) = (x+y)+z
XA(YVZ) < (XAY)V(XAZ) x:(y+z) = (x'y)+(x-z)

Distributivitat
XV(YAZ) & (XVY)A(XVZ) —

Existenz neutraler TAX & X 1-x=x
Elemente Ovx & X 0+x = x
Existenz des XATX < 0 _
Komplements xXVix <1

Alle Rechenregeln der Aussagenalgebra konnen mithilfe von Wahrheitstafeln bewiesen werden,
indem man ihre Gliltigkeit jeweils fur alle Belegungen der Aussagevariablen nachweist!

3 In einer Boolschen Algebra wie der Aussagenlogik gilt das Prinzip der Dualitét: Zu jedem Gesetz (N)
existiert ein duales Gesetz (N‘). Tauscht man in (N) "A" gegen "v" und "0" gegen "1", so gelangt man zu
(N) und umgekehrt. Die Gesetze kdnnen auch als Axiome genutzt werden, um eine Boolsche Algebra zu

definieren. Das obige Axiomensystem stammt von Guiseppe Peano (1858-1932) aus dem Jahre 1888.
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RECHENGESETZE DER AUSSAGENLOGIK @ A=B
L e vV

4. Distributivgesetze* albjc|la &

a) Beweise mithilfe der Wahrheitstafel
das "erste" Distributivgesetz (4°):
a A (bve) & (anb) v (anc)

b) Dieses Gesetz wurde unten in der
ersten Zeile mit Venn-Diagrammen
veranschaulicht. Féarbe das mittlere
Venn-Diagramm Korrekt.

¢) Farbe die Diagramme der zweiten

Zeile so, dass sie zum "zweiten"

Distributivgesetz (4) passen: .
a v (bac) < (avb) A (avc) Ergebnis: <

qVioN]

e/

5. Assoziativgesetze alb|c| (avb)

a) Beweise stellvertretend das
Assoziativgesetz (2) fiir die
Disjunktion ("oder"-Verkniipfung).

b) Diese Gesetze sind dir aus der
elementaren Rechenalgebra gut
vertraut. Welche bisher bekannten
Rechengesetze entsprechen (2)
und (29?

Erlautere die Zusammenhénge.

6. Tautologisch?

Priife mit Wahrheitstafeln, ob es
sich um Tautologien handelt:

a) (p—q) —»(q—p)
b) [(p—q)1 (q—1)] = (p—1).

Ergebnis: | (avb) v ¢ a v (bve)

4 Das erste Distrubutivgesetz (4) entspricht dem bisher bekannten Distributivgesetz a-(b+c)=(a-b)+(a-c).
Das zweite Distributivgesetz (4°) hat aber keine Entsprechung beim gewohnten Rechnen. Das
Vertauschen der "Rechenzeichen” ergibt zwar in der Aussagenalgebra Sinn, nicht aber in der "normalen”
Algebra, da dort das Dualitatsprinzip nicht gilt!

@ OO0 Grng (Marz 2020) 3/5 IMP

EV MG SA



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/

RECHENGESETZE DER AUSSAGENLOGIK

Losungen

1. De Morgansche Regeln
a)

@ A=B
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Ergebnis: Aquivalenzen! | —(a A b)

= ﬁaVﬁb

ﬁ(aVb)

L=

ﬁa/\ﬁb

b) In der Mengen-
algebra gelten die
gleiche Gesetze wie in
der Aussagenlogik.
Man kann die Regeln
von De Morgan auch in
Mengenschreibweise
notieren:

AN

B=AUB

AUB=ANB

Links wird anb bzw. AnB im Venn-Diagramm als linsenférmige, wei3e Schnittflache
gedeutet. Die Negation — (a » b) entspricht dem Komplement ANB |, das als der
restliche gefarbte Bereich des Rechtecks erscheint. Diesen erhélt man auch, wenn man
die beiden Komplemente A und B vereinigt bzw. die Aussage —a v — b bildet.
Rechts sieht man die dazu duale Sichtweise. Die Negation — (@ v b) entspricht dem
Komplement AUB , das als der geféarbte Randbereich gedeutet werden kann. Diesen
erhdlt man auch, wenn man die Schnittmenge der Komplemente A und B bzw. die
Aussage —a ~ = b als Konjunktion der Negationen von a und b bildet.

2. Geschluckte Variable

Beim "Schlucken von Variablen" p q p A (pva) © Y
wendet man die "Absorptionsregel” an. 0 0 0 0 0 1 0
Hier wird z.B. die Variable q absorbiert. 0 1 0 0 1 1 0
Dies ist auch anschaulich klar, denn
: e 1 0 1 1 1 1 1
wenn p und (pvq) gleichzeitig gelten,
dann ist der Wahrheitswert von q vollig 1 1 1 1 1 1 1
egal, nur der von p ist entscheidend. Ergebnis: P A (pvg) < P
3. Fiir jede Aussage gilt ...
a | —-a ~(ma) ava ana av0 ant avTa anma
0 1 0 0 0 0 1 0
1 0 1 1 1 1 1 0
Regeln: | 7(ra) a |ava<a |arna<a |avloa |anlea |avae 1l |armas0
(10) 9) (99 (69 (5) (59
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RECHENGESETZE DER AUSSAGENLOGIK @ A=B

4. Distributivgesetze alblc|a|a|(bvc)| & | (anb) | v | (anc)
a) 1. Gesetz (4): an(bvc)<(anrb)v(anc), siehe 0/0]0J0 0 0 1 0 0 0
rechts, die Aussage ist allgemeingiiltig (fiir alle 0/, 0]1]0 0 1 1 0O 0 0
méglichen Falle wahr (w=1)). 0]1/010 0 1 1 0 0 0

0Oj1]1]0. 0 1 1 0 0 0
b) siehe unten, 1. Zeile: Auch fir die gefarbten 1/]0]/0]1 0 0 1 0 0 0
Punktmengen gilt das 1. Distributivgesetz. 110111 1 1 1 0 1 1

1/1]011:1 1 1 1 1 0
c) 2. Distributivgesetz (4): av(bac)<=(avb)a(avc), 111 ]/1]1:1 1 1 1 1 1
Farbung siehe untere Zeile. laia & | (anb) v  (anc)

5. Assoziativgesetze alblc| @b) | v c ol aly (bvo)
a) siehe Tabelle ololo 0 0 O 1 0 0 0
b) Das Assoziativgesetz fur die olo |1 0 1 1 1 0 1 1
Disjunktion kann dem der Addition ol10 y y 0 1 0 y 1
auf der Grundmenge der reellen

0|11 1 1 1 1 0 1 1
Zahlen zugeordnet werden.
Das Assoziativgesetz (2°) gilt 11010 1 1 0 1 1 1 0
analog fiir die Konjunktion und 1101 1 L L O O O O 1
entspricht dem Assoziativgesetz fiir 11110 1 1.0 ] 1 1 1 1
die Multiplikation reeller Zahlen. 11111 1 1 1 1 1 1 1
Beachte bei diesen Analogien, dass | Ergebnis: | (avb) v ¢ < a v (bvo)

in der Aussagenlogik immer "nur"

die beiden Wahrheitswerte 0 und 1
(falsch / wahr) als Elemente der zugrundeliegenden Zahlenmenge verknupft werden, wahrend
bei den bekannten Rechengesetzen in der Menge der reellen Zahlen jeweils zwei beliebige aus
unendlich vielen Elementen verknlpft werden.

6. Tautologisch?

a) nein: plalpsq - (@op) Pl a | ri(>q) A (@>r — (por)
0o o 1 1 1 0/0/ 0| 1 1 1 |1 1
0 1 1o 0 001 1 1 1 [ 1] 1
T Tol o 1 1 0o/1 0] 1 0 0 |1 | 1
1 1 1 1 o1 1] 1 1 1 11
Ergebnis: | Nicht allgemeingultig! 1/0/0 0 0 1 1 0
1]10] 1 0 0 1 1 1
b) ja, siehe rechts: Wenn p q impliziert und q r 1T]1.0 1 0 0 1 0
impliziert, dann impliziert p auch direktr. Diese | 1|1 [ 1] 1 11 1 1
diese Tautologie wird in der klassischen Logik Ergebnis: | p5g A gor = por

auch als Syllogismus bezeichnet.
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